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ZENTRALBLATT FÜR MATHEMATIK 


24. Band, Heft 3 26. Mai 1941 S. 97—144 


Grundlagenfragen, Philosophie, Logik. 


@ Blaschke, Wilhelm: Mathematik und Leben. (Hamburg. math. Einzelsehriften. 
H. 27.) Leipzig u. Berlin: B.G. Teubner 1940. 13 8. RM. 1.—. 

Vortrag anläßlich der 250-Jahrfeier der Hamburger Mathematischen Gesellschaft. 
Zusammenstellung von Aussprüchen von Nichtmathematikern über die Mathematik (Hl. 
Augustinus, Goethe, Novalis, Schopenhauer). — Zwei Beispiele von mathematischen Eigen- 
tümlichkeiten (Gedanke des Unmöglichkeitsbeweises, Begriff der Gruppe). — Stellung der 
Mathematik bei den Römern und Griechen. — Anwendbarkeit der Mathematik (Mechanik, 
Himmelsmechanik, kinetische Gastheorie, darstellende Geometrie, graphische Statik, Elastizi- 
tät). — Was ist Mathematik ? H. L. Schmid (Berlin). 


Hosiasson-Lindenbaum, Janina: On confirmation. J. Symbolie Logic 5, 133—148 
(1940). 

Verf. gibt im Anschluß an Mazurkiewicz [C. R. Soc. Sci. Varsovie 25, 1—4 
(1933); vgl. dies. Zbl. 7, 123] vier einfache Axiome für die in neueren wissenschafts- 
theoretischen Untersuchungen aufgetretene Funktion c(a, b) (Grad der Bestätigung der 
Aussage a mit Bezug auf die Aussage 5) und diskutiert auf dieser Basis eine Reihe von 
philosophischen Fragen, die aus diesem Problemkreis im letzten Jahrzehnt aufgetaucht 
sind. Hermes (Bonn). 

Dugundji, James: Note on a property of matrices for Lewis and Langford’s ealeuli 
of propositions. J. Symbolic Logic 5, 150—151 (1940). 

Es wird gezeigt, daß es für keines der von Lewis und Langford aufgestellten 
Systeme des Aussagenkalküls (vgl. C. I. Lewis und C. H. Langford, Symbolic Logic 
1932) eine endliche charakteristische Matrix geben kann. Ackermann. 


Geschichtliches. 


Junge, Gustav: Die pythagoreische Zahlenlehre. Deutsche Math. 5, 341—8357 
1940). 
Ih der vorliegenden schönen Untersuchung wird auf Grund von Belegstellen bei 
den Vorsokratikern, bei Platon, Aristoteles und seinen Auslegern gezeigt, daß von 
einer einheitlichen pythagoreischen Zahlenlehre keine Rede sein kann. Der Zahlbegriff 
der Pythagoreer ist zweifellos mehrdeutig (Eduard Zeller war der gegenteiligen 
Ansicht) und muß von den verschiedensten Seiten her betrachtet werden. Dement- 
sprechend behandelt Verf.: 1. den älteren Zahlenglauben, der an vorgriechische zahlen- 
mystische Vorstellungen anknüpft; 2. den rechnenden Zahlenglauben, als dessen posi- 
tive Frucht Ref. zahlentheoretische Erkenntnisse ansieht; 3. die Zahlenverhältnisse, 
deren Bedeutung sich aus den akustischen Wahrnehmungen ergab; 4. die Atomzahl, 
und 5. die auf dem logischen Vorgang der Begriffseinteilung beruhende Zweiteilung. — 
Die beiden vom Verf. als gegensätzlich besonders hervorgehobenen Fälle, in denen 
nach pythagoreischer Ansicht einmal die einzelne Zahl und dann wieder das Zahlen- 
verhältnis das Wesen der Dinge bestimmt, lassen sich vereinen, wenn man mit Hasse- 
Scholz (Die Grundlagenkrisis der Griechischen Mathematik, 1928) alles, was ein 
Zahlenverhältnis hat, als „‚verhüllte‘‘ Zahl anspricht. Damit stimmt dann auch die 
griechische Auffassung überein, daß jedes Zahlenverhältnis (Aöyos) einen Zahlenwert 
(rmAıxdıns, noo6ıns) hat, der wieder als dowWuös gilt. — Im Anhang werden be- 
handelt: „Die irrationalen Zahlen von A.E. Taylor“, „Die Siebenzahl in Vorder- 
asien“, „Die Verhältniszahlen der Farbenmischung“ und „Zahl und Gezähltes“. 

Vogel (München). 
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Zacharias, Max: Desargues’ Bedeutung für die projektive Geometrie. Deutsche 
Math. 5, 446—457 (1941). 

Nach einer kurzen Besprechung des Schicksals der Werke von Desargues wird 
Desargues’ Verhältnis zu Apollonius und Pappus behandelt. Dann werden Des- 
argues’ Verdienste um die projektive Geometrie aufgezählt: Allgemeiner Begriff des 
Kegelschnitts (die beiden Teile der Hyperbel bilden einen Kegelschnitt), Involution 
von drei Punktepaaren, Unterscheidung von hyperbolischer und elliptischer Involution, 
Mittelpunkt einer Involution, projektive Invarianz der Involution, unendlich viele 
Punktepaare einer Involution, Involutionssatz für das einem Kegelschnitt einbe- 
schriebene- Viereck, Ableitung von Sätzen durch Zentralprojektion (bezüglich dieses 
Verfahrens Zusammenhang mit Werner von Nürnberg und Maurolicus), unendlich 
ferne Raumelemente, Polarentheorie der Kegelschnitte und z. T. der Flächen 2. Ord- 
nung, Satz von Desargues. [Vgl. Attilio Frajese, Alle origini della geometria 
proiettiva. Boll. Un. Mat. Ital., II. s. 2, 481492 (1940); dies. Zbl. 23, 388.] 


E. A. Weıss. 
Algebra und Zahlentheorie. 
Polynome: 
Bang, A.S$.: Einige algebraische Identitäten. Mat. Tidsskr. B 1940, 62—65 
[Dänisch]. 


Verf. beweist durch Induktion nach m die algebraische Identität 
( +ab +5" = ad, +anbm + bi, 
mıt ana — (2)ar-*2» En (3)am-°0 ch (5)ar- 55° hr (g)arzeöe N 
und De (T)ar-"d ar (2)ar- Bi (2)ja” 454 ge: he am-5B5 4 ..., 
Daraus folgt insbesondere: Ist (a? + ab + 5°)" = P(a, b), so gilt 
(*) (a? + ab + 5)" — Plan, dm). 
(*) auf die Identität 2(a? + ab + 5°)? = (a? — 52)? + (a? + 2ab)? + (2ab + b?)* von 
A. Gerardin angewandt ergibt 
2(a? + ab + by!” — (a7, — 5m)! + (am + 2ambm)? + (2ambm + b)%. 
Beispiele in den Fällen m = 2, 3, 4, 5. H. L. Schmid (Berlin). 
Oldenburger, Rufus: Polynomials in several variables.. Ann. of Math., II.s. 41, 
694710 (1940). | 
Verf. setzt seine in zahlreichen früheren Mitteilungen (siehe z.B. dies. Zbl. 18, 
242; 19, 292; 22, 5) begonnenen Untersuchungen über homogene Formen 
FD. a ne, Beten) 
vom Grade p in n Veränderlichen z,,...., 2, fort. Dabei sei (a;,...m) ein symme- 
trischer Tensor, dessen Elemente offenbar einem Körper K von Primzahlcharakteristik 
angehören sollen. Unter der Ordnung von K muß die Elementeanzahl der Additiv- 
gruppe von K verstanden werden. n sei die Anzahl der wesentlichen Variablen von F; 
d.h. es soll nicht möglich sein, die Form F mit Hilfe einer nicht-singulären linearen 
Transformation mit Koeffizienten aus X in eine Form von weniger als n Variablen 


zu verwandeln. F heiße nicht-singulär bez. X, wenn F als Linearkombination von 
p-ten Potenzen von Linearformen L,,..., Z, 


(1) a a ER I (A1,..., A, aus K) 
geschrieben werden kann. Verf. sucht Kriterien für die Nichtsingularität von F auf- 
zustellen. Er nennt eine Darstellung (1) mit minimalem r eine minimale Darstellung 
von F und bezeichnet Minr = m(F). Die Anzahl m(F) ist invariant gegenüber nicht- 
singulären linearen Transformationen der Variablen von F. Das Hauptresultat vor- 


un 
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liegender Arbeit lautet: Die Form F ist dann und nur dann als Linearkombination (1) 
darstellbar, wenn die Ordnung von K' mindestens p +1 ist. Esgilt n<m(F)<N, 
wo N die Anzahl der verschiedenen Terme in der Entwicklung von (&,+:-:+2,)P 
bezeichnet. — Bedeuten F bzw. @ zwei Formen der Grade p bzw. g, so gelten die 
Ungleichungen m(F) + m(@)>m(F +6) > |m(F) — m(@)| und, wenn die Charak- 
teristik von X verschieden von 2 ist, m(FG) < (p + g)m(F)m(G). — Relationen zwi- 
schen Minimaldarstellungen. Spezialisierung auf binäre Formen. 

Ref. ist der Ansicht, daß es Verf. an einigen Stellen an der notwendigen Strenge der 
Formulierung fehlen ließ. Verf. behauptet z. B.: Bedeuten F und @ zwei Formen vom Grade 7, 
und gilt #F=G für alle Werte der Variablen in X, so ist dann und nur dann F=G, wenn 
die Ordnung von K mindestens p + 1 beträgt. Die Behauptung ist in dieser Form nicht 
richtig. Sie muß vielmehr so gefaßt werden: Zu festem F sei % die Gesamtheit aller Formen 
@ mit der Eigenschaft: @ = F für alle Einsetzungen aus X. % enthält dann und nur dann 
allein die Form F, wenn die Ordnung von K mindestens p +1 beträgt. H. L. Schmid. 


Oldenburger, Rufus, and Arthur Porges: The minimal numbers of binary forms. 
Bull. Amer. Math. Soc. 46, 694—697 (1940). 

Für die Bezeichnungen vgl. das vorangehende Referat. Verff. zeigen auf ele- 
mentarem Wege, daß im Spezialfall der binären Formen F die Anzahl m(F) der Un- 
gleichung 1<m(F) < p genügt und daß es zu jeder Zahla mit 1< rn < peine binäre 
Form F mit m(F) = gibt. H.L. Schmid (Berlin). 

Thomas, Joseph Miller: Positive solutions of binomial inequalities. Duke math. J. 
7, 291—297 (1940). 

Es seien m und p Ausdrücke von der Gestalt cal’... ag" mit c>0,,>0, 
ferner sei S ein System von endlich vielen Ungleichungen der Art m >». Es sollen 
Untersuchungen über die Lösbarkeit von S angestellt werden. Es wird ein Reduktions- 
prozeß entwickelt. Von Interesse ist der Satz: Ist ein System von linearen Unglei- 
chungen, bei denen stets das >-Zeichen gilt, lösbar, so hat es eine rationale Lösung. 
Wenn die Ungleichungen homogen sind, dann existiert eine ganzzahlige Lösung. Es 
werde das System S in 3 Teile zerlegt. H enthalte die homogenen Ungleichungen, 
L und R enthalten die inhomogenen Ungleichungen. Dabei liegen in ZL(R) jene, bei 
denen der Grad links (rechts) größer ist als rechts (links). $S hat genau dann eine Lösung, 
wenn der homogene Teil H eine Lösung hat. Speziell untersucht wird der Fall, daß 
alle Koeffizienten 1 sind. Zuletzt wird das spezielle lineare System von Ungleichungen 
be zaehiet: >0, ptiz2gu+t 
(,7=]1,...,r) (p, q gegeben, nicht negativ ganz, t variabel, ganz), das in der Theorie 
der partiellen Differentialgleichungen eine Rolle spielt. Es wird hierfür ein Kriterium 
über die Lösbarkeit in ganzen Zahlen gegeben. Hofreiter (Wien). 


Abstrakte Theorie der Ringe, Körper und Verwandtes: 


Birkhoff, Garrett: Neutral elements in general lattices. Bull. Amer. Math. Soc. 
46, 702—705 (1940). 

Verf. erweitert eine Definition von O. Ore (Ann. of Math., II. s. 36; dies. Zbl. 12, 5), 
indem er ein Element a eines Verbandes Z neutral nennt, wenn jedes Tripel a, b, e 
in einem distributiven Unterverband von L liegt. Jedes neutrale Element definiert 
durch > (eMa, x Ua) einen Isomorphismus von Z in das direkte Produkt des Unter- 
verbandes der Elemente s<a mit dem Unterverband der Elemente t>«a. Hieraus 
folgt leicht, daß der Durchschnitt D aller maximalen distributiven Unterverbände 
genau die neutralen Elemente enthält. Die Elemente a von D mit komplementären a’ 
bilden einen Booleschen Verband, das Zentrum von L. Lorenzen (Bonn). 

Nakayama, Tadasi: Note on uni-serial and generalized uni-serial rings. Proc. Imp. 
Acad. Jap. 16, 285—289 (1940). S 

Es sei A ein Ring mit dem Doppelkettensatz. Verf. hat gezeigt: Ist jedes zwei- 
seitige Ideal 3 in A ein Hauptideal 3,= Ac=cA, so ist jeder Restklassenring von A 
ein Frobeniusscher Ring und umgekehrt (dies. Zbl. 21, 294). Andererseits hat K. Asano 
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(dies. Zbl. 22, 105) bewiesen, daß A dann und. nur dann einreihig (G. Köthe, dies. 
Zbl. 10, 11) ist, wenn jedes zweiseitige Ideal in A ein Hauptideal 3= Ac = dA ist 
(c mag von d verschieden sein). In dieser Note zeigt der Verf.: Ist z = Ac=dA4, 
so ist stets; —cA — Ad. Ein Ring ist dann und nur dann einreihig, wenn die Rest- 
klassenringe sämtlich Frobeniussche Ringe sind. Damit ist bewiesen, daß der oben- 
genannte Satz von Asano mit dem des Verf. äquivalent ist. Die Note enthält auch 
einige ergänzende Bemerkungen über die verallgemeinerten einreihigen Ringe im Sinne 
des Verf. Shoda (Osaka). 

Brandt, H.: Über die Zerlegungsgesetze der rationalen Zahlen in Quaternionen- 
Körpern. Math. Ann. 117, 758—763 (1941). 

Auf Anregung von E. Hecke beweist Verf. mit arithmetischen Methoden den 
Hilfssatz über die Vertauschbarkeit der von Hecke eingeführten Matrizen A(m). (Für 
die funktionentheoretische Bedeutung dieses Satzes vgl. man die in dies. Zbl. 24, 9 
besprochene Arbeit von Hecke.) Das Element A;,(m) der Matrix A (m) ist die reduzierte 
Darstellungsanzahl der Zahl m durch eine quaternäre quadratische Form F;;. Verf. 
erhält das System dieser Formen F;;, auf Grund einer Klasseneinteilung der Formen F, 
die aus einer Normenform @ einer Ordnung o mit Hilfe der Substitutionen ‚S mit posi- 
tiver Determinante erzeugt werden. Er benutzt zum Beweis Sätze seiner Theorie der 
Ideale in Quaternionenalgebren [Math. Ann. 99, 1—29 (1928)], die auf dem Begriff 
der Komponierbarkeit quaternärer quadratischer Formen beruht. E. Schulenberg. 

Castoldi, Luigi: Aleune osservazioni sui numeri complessi e sui quaternioni. Period. 
Mat., IV.s. 20, 178—185 (1940). 

Verf. behandelt (von vektoralgebraischen Überlegungen ausgehend) die Aufgabe, 
für den komplexen Zahlkörper und den Schiefkörper der Quaternionen Darstellungen 
durch Matrizenringe (‚‚Tensoren‘‘) zu gewinnen. Er findet auf elementarem Wege die 
bekannten Darstellungen. Groebner (Wien). 


Zahl- und Funktionenkörper: 


Skrylew, W.: Endliche Kettenbrüche, welehe vermöge quadratischer Irrationali- 
täten gebildet sind. Commun. Inst. Sci. Math. et Mecan., Univ. Kharkoff et Soc. Math. 
Kharkoff, IV.s. 17, 145—165 u. deutsch. Zusammenfassung 165 (1940) [Russisch]. 


In einem Euklidischen quadratischen Zahlkörper k(Ym), wo m auf gewisse ganz- 
rationale Werte beschränkt ist (vgl. Perron, Quadratische Zahlkörper mit Eukli- 
dischem Algorithmus; dies. Zbl. 5, 387), kann offenbar jede Zahl durch einen endlichen 
regelmäßigen Kettenbruch dargestellt werden, dessen Teilnenner ganze Zahlen des 
betreffenden Körpers sind. Verf. untersucht den Fall, daß bei einem derartigen Ketten- 
bruch sich die Reihenfolge der Teilnenner umkehrt, falls man überall die konjugierten 
Werte einsetzt, und nennt den Kettenbruch dann pseudo-symmetrisch, deutlicher wäre 
wohl konjugiert-symmetrisch. Es werden die notwendigen und hinreichenden Bedin- | 
gungen für die Möglichkeit solcher Entwicklungen sowohl für gerade wie für ungerade 
Gliederzahl angegeben, ferner auch ein Verfahren, um alle möglichen derartigen Ent- 
wicklungen aufzustellen. Eine Fortsetzung der Untersuchungen wird angekündigt. 

H. Brandt (Halle). 

Brauer, Alfred: On the non-existenee of the Euclidean algorithm in eertain qua- 
dratie number fields. Amer. J. Math. 62, 697—716 (1940). 

Nach einer Arbeit des Ref. (dies. Zbl. 23, 103), die inzwischen entstanden ist, ist 
die Frage des E. A. (= Euklidischer Algorithmus) in absolut quadratischen Zahlkörpern 
P (yD) nur noch für D = p = positive ungerade Primzahl =1 (mod8) oder 13 (mod 24) 
zu untersuchen. Nach mehreren Autoren gilt dann der E.A. für p< 61, d.h. für 
p = 13, 17, 37, 41. Über p>61 weiß man nach Erdös und Ko (dies. Zbl. 18 106) 
daß der E.A. nur in endlich vielen Fällen existieren kann. Verf. betrachtetp=13 (mod 24) 
und beweist, daß die Fälle » > 3300000 ohne E.A. sind, weiter berichtet er, daß nach 
_ einer rechnerischen Nachprüfung auch die Fälle p >109 ausscheiden. Über die hier- 
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mit in der Restklasse 13 (mod24) übriggebliebenen Fälle p = 61,109 bemerkt Ref., 
daß auch diese ohne E. A. sind. Verf. stützt seinen Beweis auf Lemma 2 in der an- 
geführten Arbeit von Erdös und Ko (bei ihm Theorem 1), das übrigens aus einer 
Arbeit von Behrbohm und Ref. (dies. Zbl. 13, 198) stammt (s. dort 8. 198), und auf 
. x 5 A Be a ? 

die Abschätzung u< Y8p? +4 Y2&p +3 (p =5 (mod8)), wobei u der kleinste un- 
gerade quadratische Nichtrest mod p ist. Diese Abschätzung nebst der ebenfalls hier 
bewiesenen anderen u<2Yp +42 Yp+7 (p=3 (mod8)) ist eine Verschärfung 
früherer Resultate des Verf. [Math. Z. 88, 161—176 (1931); dies. Zbl.1, 57]. Alles 
wird elementar gewonnen. L. Redei (Szeged). 


Deuring, Max: Invarianten und Normalformen elliptischer Funktionenkörper. 
Math. Z. 47, 47—56 (1940). 
Jeder elliptische Funktionenkörper K kann in der Weierstraßschen Normalform 

y? = 42° — 9,2 — 9, mit der Invariante 5 = 26 3393 : (98 — 2792) erzeugt werden, wenn 
der Konstantenkörper k algebraisch abgeschlossen und die Charakteristik p + 2, 3 ist. 
Die Erzeugung in der Legendreschen Normalform y? = x(z — 1)(x — A) mit 4 #0,1 
und mit der Invariante 57 = 28[1 — A(1 — A)]?:A2(1 — A2) ist auch noch für p=3 
möglich. Verf. setzt sich zum Ziel, für alle Charakteristiken Normalformen unter einem 
gemeinsamen Gesichtspunkt aufzustellen. Es sei k die algebraisch abgeschlossene 
Hülle von k. Verf. nennt zwei separabel erzeugbare Körper K, und K, vom gleichen 
Typus, wenn K,k und K,k über k isomorph sind. Er zeigt: Die Typen elliptischer 
Funktionenkörper K/k sind durch die Invariante j (Element aus k) von K umkehrbar 
eindeutig den Elementen von k zugeordnet. Zu jedem Wert 7 gibt es einen Körper K, 
mit der Invariante 7, dessen Konstantenkörper aus dem Primkörper P von k durch 
Adjunktion von 7 entsteht. Diese Überlegungen führen für p = 2 und 3 zu folgenden 
Normalformen von Kk/k: 

Be OT ee ir, 

P=3,j#0, Yy=-Rr-ıf+r', 

pr=2j=0, Y—-y=®, 

P=2j+0, P-y=j®t ehe). 
Für alle Charakteristiken und jeden Wert von j kann Kk/k auch durch die allgemein- 
gültige Normalform y? — y+oxzy= x mit a°(a® + 24)? +7(8® +27) =0 defi- 
niert werden. Beim Beweis konnte aber Verf. die Fallunterscheidung nicht vermeiden. 

T. Tannaka (Sendai). 

Zahlentheorie: 


Rossi, Franeeseo Saverio: Tre quistioni elementari della ‚„teoria dei numeri“. 
Riv. Fis. Mat. Sci. Nat. 15, 19—23 (1940). Ren 
Mittels des Restes, den der Binomialkoeffizient (8 k )modp liefert, werden der 


Fermatsche und Wilsonsche Satz bewiesen; es folgen dann die bekannten Ergebnisse 
bezüglich der Reste modp der r-ten Potenzsummen 8, der Zahlen 1,2,..,9 — 1; 
schließlich wird auf Grund minder elementarer aber bekannter Sätze ein Verfahren 


e —2 A 
entwickelt, um in den möglichen Fällen die Kongruenz i k Y= a(modp) bezüg- 


lich &k zu lösen. Die Arbeit enthält Unvollkommenheiten und Druckfehler. 
M. Cipolla (Palermo). 
Kanold, Hans-Joachim: Untersuehungen über ungerade vollkommene Zahlen. 


J. reine angew. Math. 183, 98—109 (1941). 
Aus der bekannten Eulerschen Primfaktoren-Zusammensetzung einer etwaigen 


ungeraden vollkommenen Zahl 
Pig. ... .g2Pr mt p=a=1(4) 
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werden einige Sonderfälle ausgeschlossen, z. B. der, daß alle geraden Exponenten 
gleich 4 sind oder alle die Form 9n + 8 haben. Die Quelle solcher Fälle ist vornehm- 
lich der dargebrachte Satz, daß ein gemeinsamer Teiler der Zahlen 28, +1, 2%, +1, ..., 
2ß, +1 in der betreffenden ungeraden vollkommenen Zahl selbst in vierter Potenz 
aufgehen müßte. Ferner wird zwischen Primfaktoren und Exponenten die Größen- 
beziehung Max(p, 91, ---, 9) >2Max(&x +1,28, +1,...,2ß, +1) gezeigt. — 
Die Arbeit gebraucht nur elementare Mittel. Als Grundgerüst dient das Kreisteilungs- 
polynom für die primitiven m-ten Einheitswurzeln mit dem als Verschärfung eines 
Kroneckerschen Satzes gebrachten — klassenkörpertheoretisch sofort einleuchtenden 
— Ergebnis: Teiler dieses Polynomes kann neben Primzahlen =1(m) nur ein solcher 
Primteiler von m sein (das ist dann natürlich der größte von ihnen), der nach allen 
anderen und ihren in m auftretenden Potenzen =]1 ist; und dieser nur in erster Potenz. 
Alexander Aigner (Graz). 

Billing, G.: A diophantine equation with nine solutions. Ark. Mat. Astron. Fys. 
27 B, Nr8, 1—5 (1940). 

Verf. gibt das Beispiel einer kubischen Kurve vom Geschlecht 1 mit genau neun 
rationalen Lösungen [vgl. seine frühere Arbeit: Ark. Mat. Astron. Fys. 27 A, Nr 14, 
1—7 (1940); dies. Zbl. 23, 297]. Bergström (Uppsala). 

Avakumovie, Vojislav G.: Neuer Beweis eines Satzes von G. H. Hardy und S. Rama- 
nujan über das asymptotische Verhalten der Zerfällungskoeffizienten. Amer. J. Math. 
62, 877—880 (1940). 

Es sei p(n) die Anzahl der Zerlegungen der natürlichen Zahl n in ganze positive 
Summanden. Der berühmte Satz von Hardy und Ramanujan [Proc. London Math. 


Soc. (2) 17, 75—115] gibt in erster Annäherung (1) pi) exp(a)/ zn) für 
n 


n — 00. Verf. hat (1) aus einem allgemeinen, von ihm herrührenden Satze Tauberscher 
Art abgeleitet (vgl. dies. Zbl. 20, 16). Hier wird ein einfacher direkter Beweis von (1) 
gegeben, der im wesentlichen auf derselben Methode beruht. Druckfehler: erstens in 
Formel (1); zweitens lies in (5) + Yr?/6a statt — Yn26a. Jarnik (Prag). 

Erdös, P., and M. Kae: The Gaussian law of errors in the theory of additive number 
theoretie functions. Amer. J. Math. 62, 738—742 (1940). 

Beweis und etwas schärfere Formulierung eines bereits angekündigten Satzes (s. 
dies. Zbl. 21, 207). Rohrbach (Prag). 

Perron, Oskar: Modulartige lückenlose Ausfüllung des R,„ mit kongruenten Wür- 
feln. 2. Math. Ann. 117, 609—658 (1941). 

Eine Vermutung von Minkowski besagt, daß alle n Formen eines unimodularen 
linearen homogenen Formensystems von n Veränderlichen gleichzeitig durch nicht- 
triviale ganzzahlige Wahl der Veränderlichen kleiner als 1 gemacht werden können, 
wenn nicht mindestens eine Form lauter ganzzahlige, teilerfremde Koeffizienten hat. 
Im Ausnahmefall liegt dann eine einfache lückenlose Ausfüllung des Raumes (R,) mit 
kongruenten Würfeln vor, wobei die Mittelpunkte ein Gitter bilden. In einer solchen 
Ausfüllung des R, gibt es speziell die Würfel W; (ası,.-., Kis-ı, 1; Kir, -- > Kin) 
(=1,...n), die eine Grundfigur bilden. &,,,, 0%, .-- &,ı, heißt ein r-gliedriger 
Zyklus. Perron hatte die fruchtbare Idee, zu erkennen, daß die Minkowskische Ver- 
mutung gilt, wenn alle Zyklen der Grundfiguren verschwinden. In der ersten Ab- 
handlung (dies. Zbl. 28, 111) hat Verf. das Verschwinden aller Zyklen für n<8 gezeigt. 
Nun beweist er, daß auch im R, alle Zyklen verschwinden, woraus sich die Richtigkeit 
der Minkowskischen Vermutung für n = 9 ergibt. Das Verschwinden der 2-, 7-, 8- und 
9-gliedrigen Zyklen im R, folgt aus allgemeinen Sätzen. Um zu erkennen, daß alle r- 
(r=3,...,6) gliedrigen Zyklen verschwinden, wird der Beweis stets indirekt geführt. 
Es werden aus dem Nichtverschwinden eines r-gliedrigen Zyklus Schlüsse auf die 
Koordinaten der r Würfel gezogen, denen der r-gliedrige Zyklus angehört. Daraus 


ee 


103 


ergeben sich Folgerungen für die Koordinaten der n — r Würfel, die noch zur Grund- 
figur gehören. Speziell für n—3 und 4 treten viele Fallunterscheidungen auf, und erst 
nach Ableitung zahlreicher Hilfssätze, die fast alle nur im AR, gelten, ergibt sich ein 
Widerspruch. Hofreiter (Wien). 


Mengenlehre und reelle Funktionen. 


Wagner, K.: Charakterisierung stetiger Kurven mit Hilfe eines allgemeinen Rich- 
tungsbegriffs für Punktmengen. Math. Ann. 117, 672—686 (1941). 

Un insieme P & detto differenziabile nel suo punto 7, se, prefissato &>0 ad arbitrio, 
€ possibile trovare un numero 6 >0 tale che i punti di P contenuti nel cerchio di 
centro p e raggio Ö si possano ricoprire mediante un numero finito di settori circolari 
aventi in comune solo il vertice p e aventi apertura angolare < &. Ciö premesso, l’A. 
dimostra che: 1. Un continuo limitato, differenziabile in ogni suo punto, & una curva 
continua (immagine univoca e continua di un segmento chiuso); 2. K sia un continuo, 
p un punto diK,eK sia differenziabile in ogni suo punto contenuto in un certo in- 
torno U di p, allora esiste un secondo intorno U’ di ped una curva continua costituita 
soltanto da punti di X e contenente tutti i punti di X appartenenti ad U”. 

G. Scorza Dragoni (Padova). 

Stone, M. H.: Characteristie funetions of families of sets. Duke math. J. 7, 
453—457 (1940). 

Given a family e of sets E< X, we denote by ®, the space of all functions defined 
over e and assuming only values O0 or 1; a neighborhood of any 3 in ®, is formed by 
the functions which coincide with 3 on a certain finite subset of e. Author studies the 
mapping c of X into a part of ®,: c(x)=8 with 3(E)=1 if and only if x € E. Especially, 
if X isa T,-space with an open basis e, c-! is a biunivocal continuous mapping of 


c(X) CB, onto X. Bedrich Pospisil (Brünn). 
Ridder, J.: Maß- und Integrationstheorie in Strukturen. Acta math. 73, 131—173 
(1941). 


Die Theorie der allgemeinen Maßfunktionen ist einfach genug; das gleiche gilt von 
der Theorie der äußeren Maße, d. h. der sogenannten regulären Maßfunktionen. 
Man begegnet dagegen unerwarteten Schwierigkeiten, wenn man auf demselben Wege 
die inneren Maße behandeln will. Der erste, dem es gelungen ist, eine für die inneren 
Maße unabhängige Theorie zu entwickeln, ist A. Rosenthal (Gött. Nachr. 1916, 305 
bis 321), der auch gezeigt hat, daß die Asymmetrie zwischen den Theorien der inneren 
und der äußeren Maße in der Natur der Sache liegt und nicht zu vermeiden ist. In 
der vorliegenden Arbeit konnte J. Ridder diese Asymmetrie dadurch auf ein Mindest- 
maß reduzieren, daß er die Definition der inneren Maße modifiziert, ohne die wesent- 
lichsten Eigenschaften dieses Begriffs, welche in den Anwendungen gebraucht werden, 
zu beeinträchtigen. Er verwendet nämlich die herkömmliche Definition eines inneren 
Maßes u,„x nur für den Fall, daß das korrespondierende äußere Maß u*x2<<+oo ist, 
und setzt, jedesmal wo u*2=-o0 ist, auch 4,2 —= +00. Die Vorteile dieses An- 
satzes entnimmt man aus folgenden Überlegungen. Ist F(x) eine monoton wachsende 
Mengenfunktion, welche z. B. für alle Punktmengen x, u, ... . eines Euklidischen Raumes 
erklärt ist, so heißt u meßbar für F(x), wenn für alle Punktmengen x, für welche 
F(x) < oo ist, die Gleichung F(x) = F(ux) + F(x — ux) besteht. Wir nehmen nun 
an, daß erstens für die leere Menge 0 die Gleichung F(0) = 0 gilt, und daß zweitens 
jeder Punktmenge x, für welche F(x) < +0 ist, mindestens eine für F(x) meßbare 
Punktmenge 42 x zugeordnet werden kann, für welche ebenfalls F(u) < + ist. 
Durch die Festsetzungen: F’(2)=F(u) — F(u— x), falls F(x)<+oo ist, und 
F'(x) =F(«), falls F(x) =+ ist, wird eine zu F(x) eindeutig zugeordnete „ad- 
jungierte‘“ Mengenfunktion F’(x) definiert, welche alle für F(x) vorausgesetzten Eigen- 
schaften gleichfalls besitzt. Die für F(x) meßbaren Punktmengen u sind dann auch 
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für F’(x) meßbar und umgekehrt. Ferner ist die zu F’(x) adjungierte Mengenfunktion 
F''(x) nichts anderes als F(x) selbst. Die äußeren Maße u*x können nun folgender- 
maßen charakterisiert werden. Sie besitzen alle für F(x) postulierten Eigenschaften 
und außerdem noch die beiden folgenden: &) für jede monoton wachsende Folge 
uEuE:-- von für u*x meßbaren Punktmengen u, soll die Punktmenge 


u= limu,ebenfallsmeßbarund außerdem u*u= lim u*u, sein; P) für uFrr< +00 
ist diese Zahl gleich der unteren Grenze aller u*u, für u meßbar und 2. 
Ganz ähnlich werden die inneren Maße u,„x charakterisiert; man braucht nur ß) zu 
ersetzen durch: ß’) für uK,x <-+ooist diese Zahl gleich der oberen Grenze aller 
Uyu für u meßbar und ©. Die Adjungierte eines äußeren Maßes ist dann immer ein 
inneres Maß und umgekehrt. Die Asymmetrie zwischen den obigen Definitionen der 
äußeren und der inneren Maße rührt davon her, daß die Eigenschaft &) auch für die 
inneren Maße gelten soll und nicht [ähnlich wie bei ß)] durch eine Eigenschaft «&') 
ersetzt wird. Der Autor hat die Gelegenheit benutzt, um eine axiomatische Theorie 
der Strukturen von Somen nach Carath&odory (dies. Zbl. 20, 297) und Glivenko 
(dies. Zbl. 22, 243) sehr sorgfältig zu entwickeln, auf welche die obigen Resultate an- 
gewandt werden. Nebenbei hat er auch die Begriffe des Riemann-Stieltjesschen und 
des Lebesgue-Stieltjesschen Integrals in diesem Zusammenhang erörtert. 
CO. Caratheodory (München). 

Dell’Agnola, €. A.: Considerazioni sugli integrali definiti secondo i conecetti del 
Riemann. Atti Ist. Veneto Sci. etc. 98, 99—144 (1939). 

Die klassische Definition des Integrals und die bekannten Formen der Integrabili- 
tätsbedingung (Riemann, Du Bois Reymond, Vitali, Lebesgue) werden in einer 
Form wiedergewonnen, die ihren Einbau in die gewöhnliche Theorie der Grenzwerte 
von Folgen ermöglicht. Tullio Viola (Roma). 


Analysis. 


Selberg, Henrik L.: Zwei Ungleichungen zur Ergänzung des Tschebycheffschen 
Lemmas. Skand. Aktuarie Tidskr. 23, 121—125 (1940). 
f(z) bedeute eine in (—oo, 400) erklärte reelle, nichtnegative Funktion, für die 
+00 +00 +9 
[t@)dz = je [att@)dz = 0, [a ta)dz = 0? <o 
ist. Verf. beweist mit einfachen Mitteln die folgenden Abschätzungen: Essi 0 <a =<Pß, 
dann ist a2 


ß Pr er falls aß— o)>20%, 
frogsz cn ; 
u (FB falls &(ß — o)sS20 


ist; für & = ß schließt dies Ergebnis die bekannte Tschebyscheffsche Ungleichung 


F Ie)da=1— “ 
ein. en & Harald Geppert (Berlin). 
Selberg, Henrik L.: Über eine Ungleichung der mathematischen Statistik. Skand. 
Aktuarie Tidskr. 23, 114—120 (1940). 
Setzt man von der im vorangehenden Referat betrachteten Funktion f(x) noch 
voraus, daß sie an einer Stelle x ein Maximum hat und von & aus nach beiden Seiten 
hin monoton abnimmt, so kann Verf. folgende Ungleichung beweisen: 


3 
o? 3 0? 
mazı-05>1-55. 
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wobei 6 die zwischen O und 1 gelegene Wurzel der Gleichung 0% — 992 +30 +1=0 
bezeichnet; es ist 0,56 < 0 < 0,57. Sie ist mit der von Gauß bewiesenen Ungleichung 


“+5 4 +® 
Jmoar=1 = il (2 — oJ? f(a)da 


zu vergleichen, für deren Geltung das Verschwinden von | xzf(z)dx nicht nötig ist. 


Anwendbarkeit auf Streuung bei gegebenen Häufigkeitsfunktionen f(x). 
Harald Geppert (Berlin). 


Approximation von Funktionen, Orthogonalentwicklungen: 


Rem?s, E. J.: Über einige Absehätzungen der „besten Näherung“ insbesondere über 
einen Vall&e-Poussinschen Hauptsatz. Gedenkwerk D. A. Grave, Moskau 235 —244 (1940) 
[Russisch]. 

L’au. donne quelques compl&ments au theoreme de Ch. de la Vall&e-Poussin 
relative aux bornes de la meilleure approximation par des polynomes. Comme appli- 
cation pour la fonction „+1 


x (sr 
fiz;, Xy +++), %n+1) => (x; — %) IRRE (2;— %_,) (2; — % 41) er (2, = 2,5) D 


i=0 
aey<m<. <musb, 


linegalit& suivante est demontree: | (xy, 21, ---, n+ı) | 
hte a lieu seulement dans le cas oü 


eb b— l1—i e 
g=tT7°ır SE 'n, lee en 


2 = ER N. Obreschkoff (Sofia). 
Kharchiladze, Philippe: Sur Yinterpolation trigonomötrique. Rec. math. Moscou, 
N.s. 8, 471—486 u. franz. Zusammenfassung 486—487 (1940) [Russisch]. 
Soit U„(f, x) le polynome trigonomötrique d’interpolation de degre n, defini par 


Yen+ı 


(bo ayız as ou le signe d’ega- 


les Egalites U,(f, z) = f(x), =0,1,2,...,2n, 2; =; sn 1 i, ou f(x) est une fonc- 


tion periodique, de periode 27. L’au. demontre le th&or&me: si f(x) est continue, on 
a EHOrDE zone 


oü An st une suite de nombres FOR qui verifie la condition A, = o(*) Pour 


a Sa: _ j na le thöor&me de S. Bernstein. Soit F(x) l’intögrale indefini d’une 
27 


fonction sommable f(x) telle que 4 az —=0. Les resultats suivants sont de@montres: 


en chaque point x, pour RR / |/(@ +) — fa)|dr = olt), t>0, on a la relation 


imd/(F, 2) =), 2U,R,o) = ul + + le - En) 
Pour ge: 2 fonction f(x) appartienne & la classe ZP, (p >1), il faut et il suffit que 
Von ait fi |U;(F, z)|pdx< O0, C &tant une constante. N.Obreschkoff (Sofia). 


Hihe, Wolfgang: Über Orthogonalpolynome mit drei Parametern. Deutsche Math. 
5, 273—278 (1940). 
Ausgehend von einer Differenzengleichung 


a(n)F(n — 1,2) + [b(n)« + e(m)]F(n, ©) + dm) F(n + 1,2) =0 


mit den beiden Fundamentallösungen F, und F, werden Polynome ®,(x,0) vom Grad », | 


»=0,1,2,... bestimmt, die der Differenzengleichung (für Orthogonalpolynome 
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charakteristische Rekursionsformel) 
ae +» +1DB,_1,0)+lde+r+Dz+cle +r+1]P,( 0) 

+d(o +v+1)d, 418, 0)= 0, v=0,1,2..,02, 0 
genügen. o ist ein willkürlicher Parameter. Die Polynome ®,(x, 0) werden geschlossen 
durch die beiden Fundamentallösungen F, und F, ausgedrückt; sie sind insbesondere 
Orthogonalpolynome, wenn ae +» +1)/be +»+1)>0 für v= 021,2 
Diese Polynome ®, werden für eine spezielle Differenzengleichung, deren Fundamental- 
lösungen sich durch hypergeometrische Funktionen ausdrücken lassen, berechnet; 
außer der Rekursionsformel wird für sie eine Differentialgleichung vierter Ordnung 
abgeleitet. Diese Polynome sind Verallgemeinerungen der Jacobischen Polynome. 
Konfluente Formen dieser Orthogonalpolynome geben Verallgemeinerungen der La- 
guerreschen und Hermiteschen Polynome und außerdem eine weitere Polynomreihe, 
die sich durch Produkte Besselscher Funktionen ausdrücken läßt. Für die konfluenten 
Polynomreihen werden erzeugende Funktionen ausgerechnet. Meixner (Berlin). 

Erdölyi, A.: On some biorthogonal sets of funetions. Quart. J. Math., Oxford Ser. 
11, 111—123 (1940). 

Verf. zeigt, daß man aus jeder bekannten Gesamtheit orthogonaler Funktionen 
{p„} oder biorthogonaler Funktionen {Xn» 9n} durch Teilintegration von gebrochener 
Ordnung » neue biorthogonale oder ausnahmsweise orthogonale Gesamtheiten bilden 
kann: Gilt für ganze n, m=>0 


b 
[om(®) Xu (@)dx = CnÖmn (mn =09, m=#n; mn=]), 
& 
so ist bei weitgehend willkürlicher Wahl der Funktionen u(z), v(x) auch 


b 
[Pn&) Xn(a)Er = n6mns 


wo 


Ei: dr = 1 du% Xn (x) 
De) =) tee Ku) = men)‘ 


Vollständigkeit und Abgeschlossenheit von {X,, D,„} lassen sich aus den entsprechenden 
Eigenschaften von {x„, ,} folgern. — Beispiel: Jacobische Polynome in(a=0, b=1), 
Mma)=Fl—n,a+n;y;20),, Neat1>NRey>0, 
WE REAL ae, _rTyflea-y+)D, 
| Ey ARNI T P 
mit v„=1— 4, u(2)=v(2)=1 wird dann bei passender Einschränkung der Parameter 
D,(z) = (IA)) tat-1,P,(—n, “+n,1;9,4;%), 
(1 P(o—y+1 
Xle)= ar (1-a)®=r-At1Fla—y+n+1l, 1-y—n; &—-y—4+2; 1-2). 
Kon; d,} behandelte Ignatowsky (dies. Zbl. 2, 198). — Verf. überträgt seine Ergeb- 
nisse auf das Gebiet (0,00). Als Beispiele gibt er zwei Gesamtheiten {X,, Ö,} an, die 
aus den Laguerreschen Polynomen @,(x) hervorgehen; ein Sonderfall der einen von 
ihnen spielt bei der verkürzten Hankelschen Verwandlung eine Rolle. _Koschmieder. 


Garabedian, H. L., and H. S. Wall: Hausdorff methods of summation and continued 
fraetions. Trans. Amer. Math. Soc. 48, 185—207 (1940). 


Die durch die Dreiecksmatrix A = (a„,) vermittelte Folgentransformation 


na =7 


m 
m= A(sn) = GmnSn (m =0,1,...) heißt regulär, wenn jede konvergente Folge s, 
übergeht in eine zum selben Grenzwert konvergente Folge t„. Es sei D die Matrix 
mit dem allgemeinen Glied dy„ = (— 1)* lack C eine Diagonalmatrix mit der Folge c, 
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oa Kin Hauptdiagonale und sonst verschwindenden Gliedern. Nach 
Hausdorff [Math. Z.9, 74—109 u. 280-299 (1921)] werde die Matrix A= DCD 


* D . 1 
gebildet. Die Folge c, heißt regulär, wenn A regulär ist; in diesem Fall ist c,— N a"d®(x) 


Stieltjessche Momentenfolge einer gewissen Bedingungen genügenden Funktion ®(x). 
Die Verff. setzen nun c„ als vollmonoton (d.h. A"ec, 0) voraus. In diesem Fall 
gehört nach H. S. Wall [Trans. Amer. Math. Soc. 48, 165—184 (1940)] zu der 
Potenzreihe cy—c]%+0,2?— --: ein korrespondierender Kettenbruch X (%,) ganz 
bestimmter Bauart. Es werden die notwendigen und hinreichenden Bedingungen 
angegeben, denen dieser Kettenbruch genügen muß, wenn c, regulär sein soll. — 
Geleitet durch den Gaußschen Kettenbruch für die hypergeometrische Funktion 
F(&,1,y,x) (vgl. O0. Perron, Die Lehre von den Kettenbrüchen, Leipzig u. Berlin 
1913, S. 348), welcher die Folge c,=1, = v u hie e ) y>&>D) er- 


n n 

zeugt, setzen die Verff. allgemeiner c,—=1, , = ( = x = ) K 2 x > SI x 5 u ') 
und untersuchen die daraus im Regularitätsfalle entspringenden „hypergeometrischen“ 
Summierungsverfahren H(&, ß,y). Es werden zahlreiche Äquivalenz- und Einschlie- 
Bungsrelationen zwischen verschiedenen dieser Verfahren angegeben. — Weiter wird 
die Matrix A mit dem allgemeinen Glied A”c, betrachtet. Ist c, vollmonoton, so gilt 
dasselbe von den Zeilen-, Spalten- und Diagonalfolgen, deren Regularität wieder mit 
Eigenschaften von X(c„) verknüpft wird. — Zum Schluß wird A für einige spezielle 
Folgen c, diskutiert und eine Vermutung, betreffend diejenigen Hausdorffschen Sum- 
mierungsverfahren, welche Potenzreihen in Punkten außerhalb des Konvergenzkreises 
zu summieren vermögen, ausgesprochen. Meyer-König (Stuttgart). 


Ridder, J.: Über approximative Differentiation von Reihen. Nieuw Arch. Wiskde 
20, 301-306 (1940). 

{f®(z)} sei eine in einem abgeschlossenen Intervall [a, ] enthaltene Folge von 
Funktionen, die sowohl eine rechte Ableitung //'” (x) als auch eine linke Ableitung f(x) 
besitzen, die in jedem inneren Punkte des Intervalles die Ungleichung 5” (x) < f” (x) 


(n=1,2,...) befriedigen. Sind die Reihen >> 122) N %” (x) in [e, b] gleichmäßig 
konvergent, und konvergiert die Reihe > Noy (2) in ee einem Punkte von [a, b], 
so beweist Verf., daß diese letzte Rahem [a, b] gleichmäßig konvergent ist; setzt man 
dann o(z) = Ih ol = I.n"e) und F(x) = joa) für jedes & des Inter- 


valles [a,b], so gilt weiterhin F/(x) = p(x), F/(x) = y(x). Dieser Satz gilt auch, 
falls die Funktionen f(x) in jedem inneren Punkte des Intervalles eine approxi- 
mative rechte und eine approximative linke Ableitung besitzen, die der Ungleichung 


m) (m) . N 
fappr.: ı = lappr.; r genügen. @. Sansone (Firenze) 


Menchoff, D.: Sur les series de Fourier des fonetions continues. Rec. math. Moscou, 
N.s. 8, 493—518 (1940). er; 

Ausführlicher Beweis des früher (dies. Zbl. 23, 29) schon mit skizziertem Beweis 
publizierten Satzes, daß es zu jeder meßbaren Funktion f(x) und zu jedem a >0 
eine stetige Funktion G(x) und eine Teilmenge /J] von -n<x=<r gibt so, daß 
f(2)=@(x) auf IT und m(II) >2n — o ist (m(IT) = Maß von IT). Der mühsame 
und langwierige Beweis beruht auf einer entsprechenden Annäherung von /(z) mit 
Funktionen, die teilweise aus linearen Funktionen zusammengesetzt sind und deren 
Fourierreihen ihrem absoluten Wert nach in entsprechend gewählten Mengen unter 
gewissen Schranken bleiben. G. Alexits (Budapest). 
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Fastperiodische Funktionen: 

Levin, B., und B. Levitan: Zusatz zur Mitteilung: „Über Frurierreihen der verall- 
gemeinerten fastperiodisehen Funktionen“. Commun. Inst. Sci. Math. et Mecan., Univ. 
Kharkoff et Soc. Math. Kharkoff, IV.s. 17, 109—110 (1940) [Russisch]. 

Levitan, B.: Berichtigung zur Arbeit „Eine neue Verallgemeinerung der fast- 
periodischen Funktionen von H. Bohr“. Commun. Inst. Sci. Math. et Mecan., Univ. 
Kharkoff et Soc. Math. Kharkoff, IV.s. 17, 125—126 (1940) [Russisch]. 

Bezieht sich auf die in dies. Zbl. 22, 221 besprochene Arbeit. Beim Beweis der 
Annäherungssätze für f(x) durch trigonometrische Polynome muß die zusätzliche Vor- 
aussetzung gemacht werden, daß die Menge der Verschiebungszahlen Tall:E. N) 


n=1,2,... den endlichen und von Null verschiedenen Grenzwert lim - besitzen 
n>o 

soll. Harald Geppert (Berlin). 

Spezielle Funktionen : 


Sehwid, Nathan: A correetion to „the asymptotie forms of the Hermite and Weber 
funetions“. Trans. Amer. Math. Soc. 47, 322 (1940). 

Berichtigung einzelner Abschätzungen in der in dies. Zbl. 11, 214 besprochenen 
Arbeit. Das Referat wird davon nicht berührt. Harald Geppert (Berlin). 


MaeRobert, T. M.: Some integrals involving Legendre and Bessel funetions. Quart. 
J. Math., Oxford Ser. 11, 95—100 (1940). 
Verf. betrachtet zunächst drei Integrale der Art: 


Sinw'+”-1(22 Coj?u — 1"? Q7 (zCofu)du, 
0 


die er durch Entwicklung der zugeordneten Legendreschen Funktion im ersten Integral 
nach Potenzen von z und durch Ausdrücken der entsprechenden Funktionen der beiden 
anderen Integrale in zugeordneten Legendreschen Funktionen auswertet. Die Ergebnisse 
enthalten hypergeometrische Funktionen. Indem Verf. die Legendreschen Funktionen 
in Besselschen Funktionen ausdrückt, erhält er entsprechende Integrale über Produkte 
der letztgenannten Funktionen. In analoger Weise wertet Verf. einige bestimmte 
Integrale, deren Integranden ebenfalls Legendresche Funktionen enthalten, aus und 
erhält als Ergebnis Z-Funktionen. Das obengenannte Verfahren führt zur Berechnung 
bestimmter Integrale von Produkten Besselscher Funktionen. M.J.O. Strutt. 

Sugawara, Masao: Über eine allgemeine Theorie der Fuchsschen Gruppen und 
Theta-Reihen. Ann. of Math., II.s. 41, 488—494 (1940). 

Ähnlich wie Siegel die Modulgruppe verallgemeinert hat (dies. Zbl. 12, 197), ver- 
allgemeinert Verf. die Fuchsschen Gruppen (Grenzkreisgruppen zum Einheitskreis) auf 
folgende Weise: Die komplexe Veränderliche z wird ersetzt durch die komplexe qua- 
dratische n-reihige symmetrische Matrix Z= (z,) = (ur t+iya) =X +iY; dem 
Einheitskreis entspricht das Grundgebiet A der Matrizen mit E-ZZ>0. Diese 
Ungleichung besagt, daß die Hermitesche Matrix Z — ZZ positiv definit ist. Durch 
die Metrik (o(Z, Z°))? =2 (a: — %)° + (Yir — Y%4)?) wird der Raum derZ in einen 


I 
n(n + 1)-dimensionalen euklidischen Raum eingebettet. A ist beschränkt. Wie bei 
Siegel wird die Gruppe der verallgemeinerten linearen Transformationen aufgestellt: 
DZ=-(DZIU)IHZEUD, wolle (5 ne eine 2 n-reihige Matrix ist, für die die 
x en, 3 
Bedingungen U JU=J undU’SÜ=S8 erfüllt sein müssenmit = ( ' 9)»5=(G 7): 
Die erste Bedingung entspricht wie bei Siegel der Determinantenbedingung, die zweite 
bewirkt, daß A fest bleibt. Das bedeutet für die U, die Gültigkeit der Beziehungen 
U, Er Us; U, = U, U, U, u U; U, und UND, = U;U, = E. Man kann die all- 
gemeinste Transformation aufstellen, die eine Matrix ACN in eine vorgegebene Matrix 


j 
. 
. 
i 
! 
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BCNU überführt. — Diese Bewegungen von W bilden die „allgemeine Fuchssche 
Gruppe“, wenn keine infinitesimalen Substitutionen vorkommen. Eine solche Gruppe 
ist eigentlich diskontinuierlich. — Ferner werden Thetareihen wie im Falle n = 1 auf- 
gestellt, und ihr Konvergenzverhalten wird untersucht. Schließlich wird durch Trans- 
formation des Gebietes X auf den Halbraum Y > 0 der Zusammenhang mit der Siegel- 
schen Modulgruppe hergestellt. E. Schulenberg (Berlin). 

Sugawara, Masao: On the general zetafuchsian funetions. Proc. Imp. Acad. Jap. 
16, 367—372 (1940). 

Als Fortsetzung der vorstehend besprochenen Arbeit führt Verf. im Gebiet A 
eine nichteuklidische Metrik ein durch das gegen Bewegungen invariante Linienelement 

ds? = Spurd2 (E — ZZ) -!dZ(E — ZZ) -! 
Dafür ist grundlegend die im Lemma 1 gezeigte Formel 
|#- TzuUzZ|=|E — Z2|.|U,2 + U,|*. 
Wie bei Weyl (Die Idee der Riemannschen Fläche, 1923) können dann Normalpolyeder 
definiert werden, die als Fundamentalbereiche dienen. — Setzt man |E— ZZ|=e"*®, 
so ist bei festem A U und für einen Punkt B in hinreichend kleiner nichteuklidischer 
Entfernung von A der Wert |R(A) — R(B)| gleichmäßig beschränkt bez. A. Das 
Volumen des Gebietes R(Z)< R(A) kann daher durch 
nn — f — 
V=2 = = DIR |E — ZZ | "+ Tfda,,dy,, 
Be 
R(Z)J=SR(A) ae — 

berechnet werden, und man erhält eine Abschätzung, wenn man zunächst ZZ unitär 
auf Diagonalform transformiert. Dies liefert eine Abschätzung der Anzahl der nach 
der Gruppe der Bewegungen äquivalenten Punkte für R(Z)<= R(A), und damit wird 
die Konvergenz der Thetareihen und der in dieser Arbeit aufgestellten verallgemeinerten 
Poincaröschen Zetareihen bewiesen. Diese setzen sich, wie im klassischen Fall, nach 
einer Darstellung der Bewegungsgruppe um. E. Schulenberg (Berlin). 

Sugawara, Masao: A generalization of Poinear6-space. Proc. Imp. Acad. Jap. 16, 
373—377 (1940). 

Gegenüber der in der vorstehend besprochenen Arbeit eingeführten Metrik be- 
nutzt Verf. hier eine andere Metrik, die auf der Invarianz des Doppelverhältnisses 

hIZ,, Zu, Z, Z)=|Zı — 2): 112, — Z||2 —- 217 u — Z,| beruht. Es sei 

ra (0, B) = 5; logh(0, B, 1,B, —4, B) = los! Ir u r 
wenn Ar! die positive Quadratwurzel des größten ea der Hermiteschen 
Matrix BB bezeichnet. Eine Bewegung U ,, die A in O überführt, führe Bin U,B= B* 
über. Dann definiere man (A, B) = (0, B*). Verf. zeigt, daß diese Definition unab- 
hängig von der Wahl a U, ist. — Für die Entfernung (B, AB) mit A, </</4, 


erhält man (B, AB) = — 5 |logh(B ‚AB}|A,B, —A,B)|. Der Beweis der Dreiecks- 
ungleichung für diese Metrik soll, nach einer Anmerkung des Verf., an anderer Stelle 
noch berichtigt werden. E. Schulenberg (Berlin). 


Differentialgleichungen, allgemeine Theorie: 


Zaanen, A. C.: A theorem on a certain ns series and its conjugate series. 
Nieuw Arch. Wiskde 20, 244—252 (1940). 
Es wird die Di erben: 


y(@) + Ayla) = 0 ((<2=<n) 
mit den Randbedingungen 
I. u0) — um)=0, W)- WVm)=0, E 
1. av(0) + v(n)=0, v(0) +av(n)=0, (+0, +]) 
)=0, avl)+ Wm)=0 


III. w(0) taw(n 
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behandelt. Die normierten Eigenfunktionen dieser drei Eigenwertaufgaben seien 
Uns Un» Wn; Sie sind trigonometrische Funktionen und werden ausgerechnet. Mit %, 
werden die normierten Funktionen — u/, bezeichnet; es wird gezeigt, daß die normierten 
Funktionen — v), gerade die normierten w, sind. Wird 


(9) = [Magda 
0 


gesetzt und werden für eine L-integrierbare Funktion f(x) die Fourierreihen 
[0°] oo 


s=-I WUunl), SL) =I4b Y%) nk) 
0 
sowie die zu diesen konjugierten Reihen 
SD-I6wüne, SL =I m) 


gebildet, so sind SL(f) und $(f) gleichmäßig gleichkonvergent (uniformly equiconver- 
gent) in jedem Intervall (e, r — &), SL(f) und S(f) gleichmäßig gleichkonvergent im 
weiteren Sinne. Dabei werden zwei Reihen mit den Teilsummen s,(z), s$(x) in (a, b) 
gleichmäßig gleichkonvergent genannt, wenn gleichmäßig in (a, b) lim[s, (2) — 5} (2)]=0 
ist; gleichmäßig gleichkonvergent im weiteren Sinne, wenn dieser Limes gleichmäßig 
existiert, aber vielleicht nicht = 0 ist. Kamke (Tübingen). 

Zwirner, Giuseppe: Su un problema ai limiti per le equazioni differenziali ordinarie 
del terzo ordine. Atti Ist. Veneto Sci. ete. 98, 69—78 (1939). 

Das Randwertproblem y’’= f(x, y, y’, y’); y(a)=&, y(c)=y, y(b)=Pß, mit 
a<c<b hat mindestens eine Lösung, wenn f den folgenden Voraussetzungen ge- 
nügt: 1) fist füra<a<sb, |y|<+w, |y|<+o, |y’|< + © stetig und ge- 
nügt in jedem abgeschlossenen Teilgebiet bezüglich y, y’, y'’ einer Lipschitz-Bedingung; 
2) wächst mit y und y’ und hat 3) die Form f,(x, y’) + fs(z, y, y', y''), wo fı stetig 
und in y’ nicht abnehmend, /, aber beschränkt ist. Unter den gleichen Annahmen ge- 
stattet das Randwertproblem y(c) =Y, y’(c) =y’, y(b) = ß genau eine Lösung. 

. Scorza-Dragoni (Padova). 

Sintzov, D. M.: Über die Kongruenz der Integralkurven des Normalsystems. 
2. Typen der singulären Punkte. Commun. Inst. Sci. Math. et Mecan., Univ. Kharkoff 
et Soc. Math. Kharkoff, IV.s. 18, 1—24 u. deutsch. Zusammenfassung 25 (1940) 
[Ukrainisch]. 

Es handelt sich um eine Klassifikation der singulären Punkte der Integralkurven 
des Systems von Differentialgleichungen dx/P (x, 4,2) = dy/Q(z, y, 2) = de/R(x, y, 2). 
Die Methode des Verf. besteht in der Zurückführung des Problems auf die Klassifikation 
der Lösungen eines Systems von Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten 
von der Form (1) dz/dt = a, +053% + % +a,% (i=1,2,3,4). Die ein- 
zelnen Typen hängen natürlich von Beziehungen zwischen den Wurzeln der charak- 
teristischen Gleichung der Matrix |a;,| ab. Der Verf. vollzieht die Integration des 
Systems (1) in seiner kanonischen Form in allen Fällen, und erhält 9 Haupttypen von 
Integralkurven, von denen einige noch weiter unterteilt werden. O. Borüvka. 


Perron, Oskar: Das Verschwinden der Klammersymbole in der Theorie der linearen 
partiellen Differentialgleiehungssysteme. Math. Ann. 117, 687—693 (1941). 

Für den folgenden, zuerst von E. Schmidt [Mh. Math. Phys. 48, 426—432 (1939); 
dies. Zbl. 21, 406] bewiesenen Satz wird ein einfacherer Beweis gegeben: Die 2n +1 
Funktionen f(z,,... u); Plz... m Han...) 9 =1,...n) mögen in 
einem Gebiet @ des (2,,...., 2,)-Raumes stetige partielle Ableitungen erster Ordnung 
haben. Ferner sim@ „ 


Pi=D'p,2l=0, de>a tn, 


v=1 vo] 


Dann ist in @ das ngeyabe) 


Q\ of 
(OP — PQ)f = -> S 0 en En =0. 
=1lv=1 
Das Wesentliche ist, daß nur über die partiellen Ableitungen erster Ordnung etwas 
vorausgesetzt wird. Kamke (Tübingen). 

Sehouten, J. A., und W. van der Kulk: Über algebraische Systeme von partiellen 
Ditterentialgleichungen erster Ordnung. 1.u.2. Teil. Gleichungen mit einer Unbekannten. 
Akad. Wetensch. Amsterdam, Proc. 43, 955—963 u. 1160—1170 (1940). 

Unter einem algebraischen System von partiellen Differentialgleichungen wird ein 
System von Gleichungen verstanden, deren linke Seiten homogene ganze rationale 
Funktionen der Bestimmungszahlen eines Vektors w, = 045; + 30483 + --- sind, wo 
81,83, $3,... die unbekannten Funktionen sind. Von diesen Systemen werden hier 
die mit einer Unbekannten besprochen. ‚Jedes Pseudovektorfeld (w;) läßt sich auf- 
fassen als Punkt eines (n — 1)-dimensionalen projektiven Raumes P„_,, wenn man 
als Grundkörper die meromorphen Funktionen der x* in der Umgebung von x* = x“ 


wählt. Mit Hilfe der Schoutenschen Komitante [Akad. Wetensch. Amsterdam, Proc. 48, 
449—452 (1940); dies. Zbl. 23, 170] wird der Begriff der vollständigen algebraischen 
Mannigfaltigkeit in P„_, definiert. Es handelt sich dann um den Beweis des folgenden 
Existenztheorems: Ist M eine d-dimensionale vollständige irreduzible algebraische 
Mannigfaltigkeit in P„_ı, «* ein Punkt, wo auch die lokale, zu M gehörige algebraische 


Mannigfaltigkeit irreduzibel ist, und w; ein zu M gehöriger Vektor in x“, während M 

in 2“, w, einen Tangentialraum besitzt, so existiert mindestens ein in der Umgebung 
e 5 : 2 

von x“ analytisches, zu M gehöriges Gradientfeld O,s, dessen Feldwert in g* mit wı 


zusammenfällt. Weniger genau, aber geometrisch einleuchtender läßt sich das Existenz- 
theorem dahin formulieren, daß die zu einer vollständigen algebraischen Mannigfaltig- 
keit gehörigen Vektoren nicht besonderer Lage sich zu Gradientfeldern aneinander- . 
reihen lassen. Umgekehrt gilt: Läßt sich in jedem beliebigen Punkt g* eines Nenn 


Gebietes des X, jeder zu einer algebraischen Mannigfaltigkeit M Schanze Vektor 0; 
eines bestimmten Gebietes des w;-Raumes in diesem Punkt in einer Umgebung von a“ 
zu einem zu M gehörigen Gradientfeld fortsetzen, so ist M vollständig. Schouten. 

Chaundy, T. W.: Linear partial differential equations. 2. Quart. J. Math., Oxford 
Ser. 11, 101—110 (1940). 

Verf. löst das Problem von Cauchy für die allgemeine lineare partielle Differential- 
gleichung in zwei unabhängigen Veränderlichen, bei welcher alle Charakteristiken ver- 
schieden sind. Die Ordnung m der Gleichung setzt er größer als 2 voraus, weil er den 
Fall m = 2 schon von Goursat in seinen Cours d’analyse 3 für gelöst hält. Er geht 
von der bekannten Formel 


(1) [J(PBU — UBV)dady = _(6de + Hay) 


aus, wo rechts ein Kurven-, links ein Flächenintegral steht; DV = 0 ist die gegebene, 
DU =0 die adjungierte Differentialgleichung. Dann definiert er m Greensche Funk- 
tionen (Fundamentallösungen) U,, welche den Bedingungen DU, =0, ZU, =0 ge- 
nügen; jede Funktion U, mit ihren Ableitungen bis zur Ordnung m — 3 ind 
entlang der durch die Differentialgleichung &,dz+n,dy=0 definierten Charakteristik, 


wenn symbolisch 
BU = I 1 (me —£ 5) 
Larr7 röy 


ist. Verf. setzt in (1) U, für U ein = nimmt für den Integrationsweg des Kurven- 
integrals die Linie OA,PO, wo A, den Durchschnitt der Charakteristik mit der Basis- 
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kurve des Cauchyschen Problems, O bzw. P(X, Y) beliebige Punkte auf der Charak- 
teristik bzw. auf der Basiskurve bedeuten; dann summiert er r so entstehende Inte- 
grale. Nach Berechnung dieses Ausdruckes mit Rücksicht auf die Bedingungen für U, 
erhält er die Funktion V (X, Y), welche das Problem von Cauchy löst. Raädl (Prag). 


Differential- und Integralgleichungen der mathematischen Physik, Potentialtheorie 


Tychonoff, A.: Sur l’&quation dela chaleur & plusieurs variables. Bull. Univ. Etat. 
Moscou, Ser. Int., Sect. A: Math. et Mecan. 1, Fasc. 9, 1—44 (1938). 
Un domaine & de frontiere C est dit fondamental pour l’&quation de la chaleur 


Au= = si, quelles que soient les fonctions continues y(P) ou PC G=-G6+(et 


o(P,t) on PcCett>0 avec y(P)=g(P,0) pour PCC, il existe une fonction 
continue u(P, t) verifiant cette &quation pour PC & ett>0 ainsi que les conditions 
u(P,0)=y(P) pour PC® et u(P,t)=g(P,t) pour PCC. Cette fonction con- 
stitue alors la solution du premier probleme aux limites. De möme, un domaine & 
est fondamental pour l’&quation de Laplace, ou pour l’equation plus gön£rale 
Au — Au=0 si, quelle que soit @(P) continue sur (, il existe v(P) continue sur ©, 
verifiant l’@quation respective dans © et la condition v(P) =g(P) pour PCÜ. Ceci 
pose, ’A. etablit des relations entre les domaines fondamentaux pour ces trois types 
d’equations: Un domaine borne, fondamental pour l’&quation de la chaleur, l’est aussi 
pour l’equation de Laplace. Un domaine fondamental pour l’&quation Au— /Au=0, 
avec A> (0 donn& d’avance, l’est aussi pour l’&quation Au — Au=Oquelquesot/>0. 
Enfin tout domaine fondamental pour les &quations Au — Au=0avecA >, (A, de- 
termine), l’est aussi pour l’@quation de la chaleur. Dans le second $ on d&montre 
Yunicit& de la solution u(P,t) continue et uniformement born&e du premier probleme 
aux limites pour les domaines born&s © de frontiere C', les fonctions y(P) et p(P, t) 
etant continues et born&es. On n’y suppose plus y(P)=g(P,0) sur ©. Le $ 3 est 
consacre & la construction de la fonction de Green @(P,t; P’',T) on PC Get r sont 
fixes. Cette fonction qui depend de trois variables P, PP et x=t— r, jouit des pro- 
prietes de sym£trie et derivabilite ainsi que d’une propriete d’addition integrale 


BEP IR, P jap, BP a.ldan. 
16) 
La fonction Tee [f Se, 1; P,d)y(P)do 
16) 


ou y(P) est bornee et continue sur ©, est une fonction born&e verifiant l’&quation de 
la chaleur pour PC ®ett>:t,et les conditions aux limites // (P,t,)=y(P)oaPc& 
et JJ(P,t)=0 pour PCC ett>0.On en deduit pour les domaines fondamentaux 
l’existence de la solution du premier probleme aux limites sous la forme gen£ralisee, 
solution dont l’unicit& a &t& prouvee. R&sultat analogue pour l’ög. avec second membre. 
On obtient en outre une relation entre les fonctions de Green des &q. de Laplace 
et de la chaleur. Dans le dernier $. on &tudie certaines fonctions analogues aux poten- 
tiels et la fonction de Green pour des surfaces du type de Liapounoff, tant pour 
le premier que pour le second problöme aux limites. N. Theodorescu (Bucarest). 


Mindline, J. A.: La diffraetion d’une onde plane par rapport & une sphere. C. R. 
Acad. Sci. URSS, N. s. 27, 940945 (1940). 

Ausdehnung auf den Raum von Resultaten, die vom Verf. schon für den Fall 
der Diffraktion einer ebenen Welle an einem Kreis (dies. Zbl. 23, 43) entwickelt wurden. 
Verf. behandelt auch das Problem der Diffraktion einer ebenen, elastischen, longitu- 
dinalen Welle durch eine Kugel. Die Diffraktionswelle hat longitudinalen wie trans- 
versalen Charakter. So wie im Falle der Ebene werden die Probleme auf die Auf- 
lösung von Integralgleichungen des Volterraschen Typus zurückgeführt. 

N. Theodorescu (Bukarest) 
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Theodoreseo, N.: G&omötrie Finslerienne et propagation des ondes. Bull. Sect. 
Sci. Acad. Roum. 23, 138—144 (1940). 

Es wird ein Finslerscher Raum betrachtet, der reelle Nullrichtungen enthält. Die 
Metrik sei gegeben durch die Funktion Z (x, x), welche quadratisch in & ist. Die Diffe- 
rentialgleichungen der geodätischen Linien verschwindender Länge haben die Gestalt 


dx‘ OH dp; IsoH 


ae Rom u ii 


2 00° 


wo H(z,p) = L(z,x) und 9, = 5 Se ist. Diese Linien sind also die charakteristischen 
Linien der partiellen Differentialgleichung I (2 5) =0. Es wird gezeigt, daß um- 


gekehrt eine Gleichung dieser Form eine Finslersche Metrik definiert. Haantjes. 


De Moraes, Abrahäo, und Mario Schönberg: Über eine Gleichung der wirklichen 
Dielektrika. Ann. Acad. Brasil. Sci. 12, 137—153 (1940) [Portugiesisch]. 

Die Potentialdifferenz U(t) eines Kondensators erfüllt während der Entladungs- 
periode die Integrodifferentialgleichung 


t 
dU U daU & 
() tt [ee - Id + in =0 
ö 
mit gegebenen Funktionen @, und Konstanten C, R; U(0) ist bekannt. Setzt man 
T x 

al 1 Ian: 

Kerr. o(: +9@— 9), Fix) = U(0) + RO KIOKL en cfioat, 
ö ö 
so ist (1) gleichbedeutend mit der Volterraschen Integralgleichung 
z 
(2) U(z) = F(e) + [K(@ — U(t)dt, 
ö 


die Verff. in bekannter Weise durch Laplace-Transformation lösen. Sind %(z), f(z) die 
Laplacetransformierten von K(x), F(z), so folgt hiernach: 


ati 
ı 
(3) ee 


Nun berechnen Verff. mit diesen Formeln den Ausdruck für U(f), wenn speziell 
1 Q ; 
92) =PBx”*, it) = LPU le +4), Oo <a<1 und 7 = 0 genommen wird. Mit- 


tels einer in üblicher Weise erklärten Greenschen Funktion @ kann die Lösung von (1) 


auch in die Gestalt t 
U(t) = [Gt — T)F(r)dr 
ö 


gebracht werden. Es folgen Verallgemeinerungen der Rechnungen auf den Fall, daß 


Rn 
d’ . 
an die Stelle des ersten Summanden in (1) ein Ausdruck DA Sr mit festen A, 
tritt v=1 
__— Harald Geppert (Berlin). 

Tautz, G.: Zur Theorie der elliptischen Differentialgleiehungen. 1. Math. Ann. 117, 
694—726 (1941). i 

Ist w ein beliebiges, von einer stückweise glatten, einfachen Kurve s berandetes, 
in einem gegebenen Gebiete T liegendes Gebiet und sind A(w), B(w), C(w), F(®) 
absolut additive Mengenfunktionen in 7, so stellt die Gleichung 


ou ou ou = 
2 Ge ds + [5204 + dB + ud0) - Fo). 
8 {7} 
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die naheliegende Verallgemeinerung einer elliptischen partiellen Differentialgleichung 
dar, die im Sonderfale A= B=(C=0 von G.C. Evans schon längst betrachtet 
worden war. Vorausgesetzt, daß die Koeffizienten A, B, C einer besonderen Art von 
Hölderbedingung genügen, löst Verf. das’Dirichletsche Problem für hinreichend kleine 
Gebiete durch sukzessive Approximation. Die Eindeutigkeit der Lösung für den Fall 
eines kreisförmigen Gebietes folgt unter Benutzung des Poissonschen Integrals: die 
Randwerte bilden dabei, sowie beim genannten Existenzsatz, eine beschränkte sum- 
mierbare Funktion und sollen fast überall angenommen werden mit der Bedingung, 
daß die Lösung ebenfalls beschränkt bleibt. Es gilt auch ein Konvergenzsatz für die 
einer konvergierenden Folge von gleichmäßig beschränkten summierbaren Randwert- 
funktionen entsprechende Lösungsfolge. Unter der etwas engeren Voraussetzung, daß 
A, B, C hölderstetige Dichten besitzen, wird dann die adjungierte Gleichung aufgestellt 
und die entsprechende Greensche Formel bewiesen. Nochmals durch sukzessive Approxi- 
mation gelangt man zur Bildung der Greenschen Funktion. Es wird noch gezeigt, 
daß unter passenden Voraussetzungen für die Koeffizienten A, B,C eine nichtkon- 
stante Lösung u der homogenen Gleichung kein positives Maximum im Gebietsinnern 
annehmen kann. A. Cimmino (Bologna). 

Diatschenko, W., und K. Breus: Das Potentialfeld eines Diaphragmas. Rec. Trav. 
Inst. Math. Acad. Sci. RSS Ukraine Nr 5, 3—15 u. dtsch. Zusammenfassung 16 (1940) 
[Ukrainisch]. 

Lösung der Laplaceschen Gleichung und des mit ihr verbundenen Dirichletschen 
Problems für den Fall eines flachen Ringes durch Trennung der Variabeln, indem man 
sog. zyklidische Koordinaten einführt. Die Eigenwerte und Eigenfunktionen werden 
mittels sukzessiver Annäherungen erhalten; nachher werden Formeln für die ange- 
näherte Berechnung des Potentials gegeben. Janczewski (Leningrad). 

Leonov, M. J.: Properties of Green’s spaeial funetions. J. appl. Math. a. Mech., 
N.s. 4, 117—118 u. engl. Zusammenfassung 118 (1940) [Russisch]. 

Soit donn&e une courbe ferm£e divisant tout le plan infini z = 0 en deux parties g 
(intErieure) et @ (exterieure). Soient encore D, et Dg deux domaines & trois dimen- 
sions, c’est-a-dire l’espace entier excepte g ou @. On demontre alors que les fonctions 
de Green et de Neumann pour le domaine Dg sont exprimees facilement & l’aide des 
dites fonctions pour D,. Janczewski (Leningrad). 

Musehelißvili, N. I.: Über die Lösung der fundamentalen Randwertaufgaben des 
Newtonschen Potentials. J. appl. Math. a. Mech.,.N. s. 4, 3—25 u. deutsch. Zusammen- 
fassung 26 (1940) [Russisch]. 

S, sei die äußere, 8)... S,, seien die inneren Berandungsflächen eines mehrfach 
zusammenhängenden dreidimensionalen Gebietes D; S=S,+Sı + ::: +S8,„. Das 
Dirichletsche Problem für D wird durch den Ansatz der gesuchten Funktion als Doppel- 
schichtpotential auf die Integralgleichung 
) u) HA[E(P, QROASQ=HP; KR gu) 

$ x dng \rpg 
für die Belegung u(P) bei bekanntem /(P) zurückgeführt, die bei A=1 zu lösen ist. 
Im Falle m >0 ist aber A = 1 (m-facher) Eigenwert des Kernes K(P, Q), was Unbe- 
quemlichkeiten zur Folge hat. Verf. zeigt nun, daß man (1) durch die Integralgleichung 


(2) uP)+ 1[K(P, VulQ)as(o) + 1 |k{R, QVuQ)AS(Q) = HP) 


ersetzen kann, in der der zusätzliche Kern k(P,@) verschwindet, wenn P,Q auf ver- 
schiedenen Randflächen liegen und gleich einer willkürlichen stetigen Funktion o;(P) 
wird, falls P und Q auf S$, liegen; unterwirft man diese den Bedingungen 


0</a4s;<2 (>0; 0<- [od <2, 


| 5 Br? R Ss 
so hat die homogene Gleichung (2) nur reelle Eigenwerte A mit |A| >1, so daß die 
Lösung von (2) beiA =1 keine Schwierigkeiten macht. Die Lösung für A = 1 erledigt 
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das Dirichletsche Problem für D, die für A—= —1 dasjenige für das komplementäre 
Gebiet D’. Die mit der Lösung von (2) als Belegung gebildete Potentialfunktion hat 
auf S Randwerte, die von /(P) abweichen, aber durch Hinzufügung von Potentialen, 
die auf den S; gelegenen Einzelpunktmassen entsprechen, korrigiert werden können. 
Die zu (2) adjungierte Integralgleichung leistet analog für = +1 bzw. — 1 die Lösung 
des Neumannschen Problems für D’ bzw. D. Harald Geppert (Berlin). 

Cimmino, Gianfraneo: Sul problema generalizzato di Diriehlet per P’equazione di 
Poisson. Rend. Semin. mat. Univ. Padova 11, 28—89 (1940). 

Verf. führt einige frühere Untersuchungen (dies. Zbl. 19, 263) bezüglich eines ver- 
allgemeinerten Randwertproblems für die Poissonsche Gleichung weiter. A bezeichne 
einen offenen, beschränkten und zusammenhängenden Bereich eines n-dimensionalen 
Raumes (n>3) mit den Koordinaten x, 2, ...., %,; seine Begrenzung bestehe aus 
einer endlichen Anzahl m + 1 geschlossener zusammenhängender Mannigfaltigkeiten 
PT; T1;---,['m, von denen im Falle m > 0 die letzten m im Innern von I‘, liegen. 
Weiterhin bezeichne DO, D®,... eine Folge in A liegender Gebiete, von denen jedes 
ganz aus inneren Punkten des folgenden besteht; der Rand von D® bestehe aus m +1 
einfachen geschlossenen Mannigfaltigkeiten /®, T'®,..., /®, die insgesamt durch 
die Parametergleichungen 2; = z®(s], 83, ... ., 3-ı) auf ein von k unabhängiges Ge- 
biet 7 bezogen werden, wobei die x” in 7 einer gleichmäßigen Lipschitzbedingung 
unterworfen sind und die Abbildung zwischen 7 und dem Rand von D® eineindeutig 
ist. — Für jedes h strebe die Maximalentfernung eines Punktes von /'® von /", mit 
k— oo gegen 0, ferner bedeuten {//®Y eine Folge stetiger und positiver Funktionen 
in T, @ eine Funktion, deren p-te Potenz in 7 integrierbar ist (p >1), u eine in A 
stetige Funktion. Verf. sagt dann, daß u im Mittel auf dem Rand von A die Werte p 
annimmt, wenn 


lim [A®|\ua®, D,...,20) — plPds,dsz --- d„_ı = 0 

k>o 7 
gilt. Die behandelte Aufgabe ist nun die folgende: Gegeben seien zwei Funktionen & 
und / mit über 7 integrierbarer p-ter bzw. über A integrierbarer g-ter Potenz (a > =) 5 


zu bestimmen ist eine in A stetige Funktion u, die auf dem Rand von A im Mittel 
die Werte g annimmt und für jedes in A liegende Kugelgebiet S(P, r) mit dem Mittel- 
punkt P und dem Halbmesser r die Mittelwerteigenschaft 


2 = Tun Se - ta] ao 
S(P,r) 


erfüllt; hierin bezeichnet » das Volumen der n-dimensionalen Einheitskugel. — Unter 
sehr allgemeinen Voraussetzungen, die wir hier nicht wiedergeben können, beweist 
Verf., daß dieses Problem genau eine Lösung zuläßt, die überdies unabhängig von den 
Funktionen I7/®, den Gebieten D® und der für den Rand der D® gewählten Para- 
meterdarstellung ist. Ist insbesondere g>n, so besitzt diese Lösung erste partielle 
Ableitungen, die einer gleichmäßigen Hölderbedingung genügen, und erfüllt fast über- 
all in A die Gleichung Au = f. Der Eindeutigkeitssatz gilt überdies auch unter den 
Voraussetzungen p>1,gq>1, falls man die totale Stetigkeit der ersten Ableitungen 
von u voraussetzt. — Die Ergebnisse gelten auch im Falle n = 2, wobei an die Stelle 
von (1) eine andere passende Gleichung zu setzen ist; die neuen Ergebnisse sind in die- 
sem Falle viel allgemeiner als die vom Verf. a. a. O. erhaltenen Sätze. — Schließlich 
zeigt Verf., wie bei leichten Abänderungen der Voraussetzungen seine Ergebnisse auch 


dann Geltung behalten, wenn A nicht beschränkt ist. M. Picone (Roma). 
Nieoleseo, Miron: Sur quelques familles de fonetions polyharmoniques. Bull. Sect. 


Sci. Acad. Roum. 22, 478—483 (1940). 1 Ve 

Posto A = 62/022 + --- + 62/022, !’autore considera le famiglie {u} di funzioni 

poliarmoniche d’ordine p in un dominio D, verificanti eioe ivi l’equazione APu = 0, 
8* 
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e perviene a teoremi fra i quali enunceremo i seguenti piü notevoli: Se le u sono in D 
limitate nel loro insieme, oppure se (—-1)?Afu<=0 (k=0,1,...,p — 1) le famiglie 
{A®u} sono tutte normali nell’interno di D. Se ad ogni punto M di D corrisponde un 
numero L(M) tale che per ogni funzione u di {u} si abbia | Au (M)|= < L(M), l’insieme 
dei punti di D nei quali non tutte le famiglie { Au} sono normali, & Dar e costituisce 
un continuo con la frontiera di D. M. Picone (Roma). 


Montel, Paul: Harmonische und subharmonische Funktionen. Publ. Inst. Mat., 
Rosario 2, 1—23 (1940) [Spanisch]. 

Nach einem Überblick über die Wandlung des Begriffs der harmonischen Funktion 
und die Parallele bei den subharmonischen Funktionen behandelt Verf. in seinem Vor- 
trag: 1. den Satz, daß eine konvexe Funktion von einer harmonischen Funktion eine 
subharmonische Zusammensetzung zeigt, sowie die Umkehrung dazu; Skizze von Be- 
weisen und funktionentheoretischen Anwendungen. 2. Normalscharen harmonischer 
Funktionen und Analoga zum Schottky-Landauschen Ideenkreis. 3. Die Rolle der 
subharmonischen Funktionen in der neueren Entwicklung beim Dirichletschen Problem, 
besonders beim Studium der Randpunkte. Ullrich (Gießen). 


Integralgleichungen, Integraltransformationen: 


Kneschke, A.: Weehselbeziehungen zwisehen Differentialgleichungen und Integral- 
gleiehungen. Deutsche Math. 5, 384—393 (1941). 

Verf. führt nach einer dem Kowalewskischen Verfahren [G. Kowalewski, Über- 
führung linearer Differentialgleichungen in Integralgleichungen; Ber. Verh. sächs. Akad. 
Leipzig, math.-phys. Kl. 80, 224—236 (1928)] verwandten Methode lineare Differential- 
gleichungen mit Cauchyschen oder Lagrangeschen Nebenbedingungen in lineare Inte- 
gralgleichungen vom Volterraschen oder Fredholmschen Typus über; während Kowa- 
lewski Integralgleichungen für die n-te Ableitung der Lösungsfunktion erhält, liefert 
das neue Verfahren solche für die Lösungsfunktion selbst. — Beim Cauchyschen Pro- 
blem bildet die Grundlage die Formel 


ee - nr Arttlö}dE = / le oas- Im ar], 
wo FE) + Astf(&)} = „(8 die gegebene ee 


n-1l Pie 
Azdf} ER (JH, Ulf > (1a, HH)” (zu A;{f} adjungiert), 


Ara Dafe-m,  Augct) SEI Hann 


au 
sind; sie führt nach Multiplikation der Toren Gleichung mit Pat 


In) und Inte- 
gration von = x, bis &= x auf die Volterrasche Gleichung: 


Ka) + R lee) na = [Ed una 


%o 


rw seen) 


v=0 


_ die ohne weiteres die Umkehrung der Beziehungen gestattet und zu dem Satz führt: 
Eine Volterrasche Integralgleichung zweiter Art 


I(«) +[Kie, INDIE = Ga) 
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mit einem Kern, der in bezug auf x ein Polynom vom (n — 1)-ten Grade ist, ist äqui- 
valent einem Cauchyschen Integrationsproblem von der Form 


9 («) +3 a,(c) (2) = gl), Faro); Pla); - - -, Pd.) gegeben, 


dessen Differentiator sich durch die Ableitungen des Kerns bestimmen läßt, dessen 
Störungsfunktion g(x) der Bedingung g(x) = 2 _ genügt und dessen Integrations- 
kurve /(z) bei x = x, ein leicht zu bestimmendes Kurvenelement (n — 1)-ter Ordnung 
enthält. — Analoges gilt vom Lagrangeschen Integrationsproblem und der Fredholm- 
schen Integralgleichung zweiter Art. Volk (Würzburg). 

Konovalov, 6. V.: Surla dötermination des nombres fondamentaux et des foncetions 
fondamentales de l’&quation difförentielle homogene de Sturm-Liouville & eonditions 
limites homog®nes. Appl. Math. a. Mech., N.s. 3, 83—96 u. franz. Zusammenfassung 
96 (1939) [Russisch]. 

Die Lösung der Fredholmschen Integralgleichung, auf die das Problem zurück- 
geführt wird, kann konstruiert werden mittels einer gewissen Funktion u(z, s, A), 
welche einer Volterraschen Integralgleichung genügt: der Greenschen Funktion wird 
ein Summand entnommen, der einen Kern vom Volterraschen Typus darstellt. Mit 
Hilfe der Funktion x und ihrer Ableitungen ist es leicht, den Ausdruck der Fredholm- 
schen Determinante, Eigenwerte und Eigenfunktionen festzustellen (es werden die Re- 
sultate von Gantmacher und Krein, dies. Zbl. 15, 23, benutzt). Janczewski. 

Titehmarsh, E. C.: On expansions in Eigenfunetions. 2. Quart. J. Math., Oxford 
Ser. 11, 129—140 (1940). 

L bezeichne einen Differentialoperator mit der Veränderlichen x. In einer voran- 
gehenden Note [J. London Math. Soc. 14, 274—278 (1939)] hat Verf. eine Methode 
angegeben, um eine beliebig vorgegebene Funktion y(x) nach den Eigenfunktionen 
der Aufgabe Lu — Au = 0 zu entwickeln; sie war an die Voraussetzung eines einseitig 


. beschränkten Spektrums von L gebunden; hier erweitert nun Verf. sein Verfahren 


so, daß es von dieser Voraussetzung unabhängig wird und auch die singulären Spektren 


umfaßt. Dazu betrachtet er die Gleichung (1) Ly — 2 =0, (-we<t<m); 
besitzt sie eine Lösung y(z,t) derart, daß 

y(z,1)=Oleilt) für ll>o, ym0)=yie), 
so existieren die Integrale 


+0 0 
1 i 1 sw 
0) r,@u)= re einidt, Ya u)= are eiwtdt, 
[0] —oo 


und es gilt dann nach der Umkehrformel der Fouriertransformation 


ia+& a) 
(3) Y(z, i) — a (z, w)e-'r!dw _ a (z, u)e- "idw 


ia—o ib— oo 


mit genügend großem, positivem a und negativem 5. Setzt man hierin =0 und. 


wendet den Residuensatz an, so erhält man die gewünschte Entwicklung für y(z). 
Die Bestimmung von Y,, Y_ kann man sich dadurch erleichtern, daß z. B. 


LP, —-uP,=— = y(x) ist und analog für Y_. Nachträglich ist eine Bestätigung 
7 


des Ergebnisses erforderlich, da die Existenz einer Lösung y(z, it) von (1) mit den 


geforderten Eigenschaften a priori nicht feststeht. — Ausgehend vom Operator L = up 


im Grundgebiet —oo< x + 00 erhält man z.B. 


6) x 
er joy SE El joy] 
Ye = na jrwe dy, I ven y(y)e Y 
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und damit, wenn in (3) a—0,b— 0 gesetzt wird, die Fouriersche Integraldarstellung 


+00 +00 
y(z,i)= ae er [yimerayan. 


Verf. behandelt nach dieser Methode den Operator L = - + cotangz & mit 
0<x<r, der zur Entwicklung von y(z) nach Legendreschen Polynomen führt, den 
Fall L= en + x mit 0<2< oo, der schon von H. Weyl [Math. Ann. 68, 220—269 
(1910)] betrachtet wurde und auf u a te Tee Funktionen 
führt, schließlich den Operator Z = Ep + — — im Gebiete 0. <z< x, 


ö x 0x Ey x 
der zu einer Entwicklung nach Laguerreschen Polynomen bzw. im Falle c=0 nach 
halbzahligen Besselfunktionen gehört. Harald Geppert (Berlin). 


Titchmarsh, E. C.: On expansions in Eigenfunetions. 3. Quart. J. Math., Oxford 
Ser. 11, 141—145 (1940). 
Die in der vorhergehenden Arbeit entwickelte Methode wendet Verf. auf den Ope- 


rator L= — — x? an; für die Lösung von (1), die bei x — + © verschwindet und 


für 2=0 zu y(x) wird, findet sich dann formal die Entwicklung nach Hermiteschen 
Polynomen © +0 


(@n+i1)ii 
Ya, i) TO) Gas AULIOLZE 


woraus für £ = 0 diejenige von y(x) folgt. Die Bestätigung des erforderlichen asympto- 
tischen Verhaltens von Y, und Y_ zur Durchführung der Konturintegration erbringt 
Verf. unter der Annahme, daß y(z) und y’— x?yüber — oo < 2 << oo L?-integrierbar 
und y, y’ daselbst totalstetig seien. Für die Konvergenz im Mittel, also die Parseval- 
sche Formel, genügen schwächere Annahmen. Harald Geppert (Berlin). 


n=0 


Haviland, E. K.: On an asymptotie formula for the Fourier transforms of distri- 
butions on certain eurves. Amer. J. Math. 62, 655—665 (1940). 

Eine Ph. Hartmansche Methode zur Gewinnung asymptotischer Formeln von 
Integralen mit Exponentialfunktionen (dies. Zbl. 22, 231) befolgend, wird völlig ele- 
mentar folgender Satz bewiesen: Es bezeichne o(Z) eine durch die Jordankurve 
(z(p), y(p)) bei 0<P< 27 bestimmte Verteilungsfunktion in der Ebene, die für 
jede Borelmenge E als das 1/2r-fache lineare Maß derjenigen @ definiert wird, für 
welche (x(p), y(p)) in Z liegt, und 
i +00 +oo 1 2 

Ar, y; 0) -[ [exptir(@ eosy + ysiny)]d,,o(E) = 9. [explirh@; Y)] dp 
X —0oo 0 

ihre im Radon-Lebesgueschem Sinne genommene Fouriertransformierte in Polarkoor- 
dinaten mit h(P; y) = x(P) cosy + y(p) siny. Sind nun die zweiten Ableitungen von 
&(9), y(p) von beschränkter Schwankung und besitzen die beiden ersten partiellen 
Ableitungen Ah’, h’’ nach @ bei festem y genau n einfache Nullstellen auf der Kurve, 
und zwar h’ an den Maximumstellen @.-;3 bzw. Minimumstellen @,,_ı von Ah, so ergibt 
sich für A eine asymptotische Entwicklung ohne Restglied, zu der jede Nullstelle von A’ 
— je nachdem ihr Zeiger v»=4k — 1 oder 4k +1 ist — ein Glied: 


beisteuert. Br) LLR (gs; yl-texp UuKz Vs ) von Stachö. 


Kawata, Tatsuo: On symmetrie Bernoulli eonvolutions. Amer. J. Math. 62, 
792—794 (1940). 


Die Fourier-Stieltjessche Transformierte der symmetrischen Bernoulliverteilung 
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„unendlichen Faltung“ ö(x) = ß 5) *B 5 ) *ß 6) %-., >00, = b, <.oo 
oo . z 1 i 2 3 k1 A 2 
At) zur cos dzt. — Wie A. Wintner (dies. Zbl. 10, 59) gezeigt hat, gibt es zu jedem 5 


0<y<2, eine solche B-Faltung, daß A = Ofe-!t!r} gilt. Verf. zeigt zunächst, daß 
es keine B-Faltung gibt, so daß für irgendein ö>0 die asymptotische Formel A —Ofe-??} 
gilt, indem er ausgehend von der Gegenannahme und den Abschätzungen von A. Wint- 
ner (dies. Zbl. 13, 256) 1 — ö(z), ö(— x) = Ofe-*=} für &— oo, A beliebig, auf Grund 
eines Ergebnisses von G.H. Hardy (dies. Zbl. 7, 304) A=Pit)e-** (P ein Polynom) 
folgert, und damit einen Widerspruch erzielt (Nullstellen!). Ferner zeigt Verf.: Zu 


jeder wachsenden Funktion p(t), 0O<t<oo, für die ro ie oo ausfällt, gibt es 


i 
eine B-Faltung, so daß A = Ofe-r(itl} für too gilt. H. Hadwiger (Bern). 


Satö, Tunezö: Divergent series and speeial applieations of Tauberian theorems. 
Mem. Coll. Sci. Kyoto A 22, 49--95 (1939). 
Verf. befaßt sich mit dem folgenden Satz: Ist /(t) nicht negativ für O<t<o 


T 
und über jedes endliche Intervall (0, T) integrabel, so ist (*) „im 4a hi feü)dt 
ER > 6 
— lim x I e-*!/(t)dt in dem Sinn, daß, wenn die eine Seite von (*) existiert, auch die 
5258 


andere Seite existiert und denselben Wert annimmt. Die wesentliche, von rechts nach 
links schließende Hälfte dieses Satzes wurde erstmals von Hardy und Littlewood 
bewiesen [Proc. London Math. Soc. 30, 23—37 (1930); vgl. ferner J. Karamata, J. 
f. Math. 164, 27—39 (1931); dies. Zbl. 1, 273]. Verf. zieht zum Beweis die Methode 
von N. Wiener (The Fourier integral and certain of its applications, Cambridge 1933; 
dies. Zbl. 6, 54) heran. Weiter werden die Abwandlungen des Satzes mit Laplace- 
Stieltjesschen und Mellin-Stieltjesschen Integralen auf der rechten Seite von (*) be- 
handelt, wieder in Anlehnung an Wiener, insbesondere dessen allgemeinen Taubersatz. 
Es folgen Spezialisierungen, Anwendungen, Verallgemeinerungen. Zum Schluß werden 
noch iterierte Integralmittelbildungen von Folgen und ihre Umkehrung in den Kreis 
der Betrachtung gezogen. Meyer-König (Stuttgart). 


Funktionalanalysis, Funktionalräume: 


Eidelheit, M.: Coneerning rings of continuous funetions. Ann. of Math., II. s. 41, 
391—393 (1940). 

Verf. betrachtet den aus allen reellen stetigen Funktionen x(f), die für ein in 
einem metrischen kompakten Raume 7 veränderliches i definiert sind, gebildeten 
Ring E, und zeigt, daß jeder abgeschlossene Unterring von E, der das Einheits- 
element z(t) = 1 enthält, äquivalent ist dem Ring aller stetigen Funktionen, die in 
einem geeigneten metrischen kompakten Raume definiert sind. @. Scorza-Dragon:. 


Khourguine, J., et N. Tschetinine: Sur les sous-anneaux fermös de Panneau des 
fonetions & n dörivees eontinues. C. R. Acad. Sci. URSS, N.s. 29, 288—291 (1940). 

D, sei der topologische Ring aller stetigen reellen Funktionen mit n stetigen Ab- 
leitungen im Intervall [0,1]. Die Konvergenz in D, ist die gleichmäßige Konvergenz 
der Funktionen und ihrer n Ableitungen. Es werden abgeschlossene Teilringe R, 
von D,„ betrachtet, die z(t) = 1 enthalten, ferner mit x(t) auch Ax(t). Es wird be- 
wiesen, daß ein R, dann und nur dann gleich D, ist, wenn für jedes £ aus [),1]Jen 
&(t) mit x’(£) #0 in R, liegt und wenn zu jedem Paar &,n aus [0,1] ein (f) mit 
z(£) = x(n) in R, liegt. G. Köthe (Gießen). 


PORN 


44 
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Gelfand, I., and D. Raikov: On the theory of charaeters of commutative topologieal 
groups. C. R. Acad. Sci. URSS, N.s. 28, 195—198 (1940). 

The authors give an application of the theory of normed rings (this Zbl. 21, 294; 
32, 357). Let on an additive topological group @ (separable or locally bicompact) be 
defined an invariant measure u such that the Borel sets are measurable and no open 
set can be of measure zero, there exists an open set of finite measure and the measure 
of the intersection of the measurable set with the same set translated by h € @ isa conti- 
nuous function of h in the zero of@. Let L be the Banach-space of all summable (with 
respect to .ı) complex-valued functions z(g)on@ with thenorm ||| = [Ie(g)\utdg). Zbe- 


comes a ring by introducing the multiplication (Faltung) 2X y(g)= f z(g—h)y(h)u(dh). 
If each point gE@ has the measure zero, then the ring Z does not contain the unit. 
Adjoining to L formally the unit e, we obtain a normed ring R of elements z=Ae+x(g) 
with the norm |z|| = |A| + |z|| [A a complex number, z(g) € Z]. The number, into 
which (by the theory of normed rings, loc. cit.) z passes under the homomorphism 
R> R/M of R by its maximal ideal M be denoted by (z, M). The subring Z forms 
a maximal ideal M, and we have (x(g), M,) = 0. It is proved (theorem 1) that every 
maximal ideal M = M, generates a continuous character x (h) of @.— Since M-+M,, 
there exists z€ L such that (z(g), M) # 0, then xu(h) = (z(g + k), M)/(x(g), M) is 
proved to be independent of x and to define a continuous character of @. Next (theo- 
rem 2), every measurable character X(h) of @ generates a maximal ideal M, = M,. — 
M, consists of all the elements 2=Ae-+ x(g) such that (z, x) = 0, where 
(2,x)=/+ f x(g)x(g)u(dg). Theorem 3 and 4 state the duality relations: xy, (h)=x(h), 
M;,„=M, in particular, every measurable character is a continuous character. Hence 
(z, M) + 0 for all maximal ideals is equivalent to A(A + [z(g) x(g) u (dg)) =# 0 for all 
continuous characters y(k) of @(2= Ae + x(g)). Thus (by the theory of normed rings, 
loc. eit.) this last condition is necessary and sufficient that z=4e+ x(g) has an 
inverse in R. This is an extension of Wiener’s theorem (Cf. Paley and Wiener: 
Fourier Transform in the Complex Domain, p. 59, this Zbl. 11, 16). By a procedure 
analogous to that of Hilbert-Schmidt concerning the integral equation with Her- 
mitian kernel, it is proved that R does not contain generalised nilpotent elements 


x(g) EL, viz. elements © such that lim |amzm||=0 for arbitrary A, where 
n oo 

an) = ar -)DX x, 20 = e. Finally it is proved, by the above results, that the group @ 

possesses sufficiently many continuous characters. — A new proof of Pontrjagin- 

Freudenthal-van Kampen’s theorem. Kösaku Yosida (Osaka). 


Powzner, A.: Über positive Funktionen auf einer Abelschen Gruppe. ©. R. Acad. 
Sci. URSS, N.s. 28, 294—295 (1940). 
This is an extension of Bochner’s theorem to the case of separable, locally com- 


pact additive topological group @. Let a complex-valued continuous function f(x) on 
n 2 
@ be positive in the sense that i) f((— x) = f(»), ü) If; — 2)kA,>0 for any n 
51 


elements z;€ @ and complex numbers A,, n arbitrary. Then, denoting by K the cha- 
racter group of @, we have the representation f(x) = f exp(ix(z))dp(x), where the 
K 


uniquely determined is a completely additive non-negative mass-function. (By the 
way, K is also locally compact and separable [after Pontrjagin]. Hence, Borel sets 
may be defined in X. The author does not state the definition-domain of the mass- 
function 9, which may be due to the brevity of the note!) The proof is reduced, by 
Pontrjagin’s theorem, to the case when @ is the direct sum of a vectorgroup V, a compact 
group Ü and a discrete group D with a finite number of linearly independent generators. 
Assuming, for simplicity, V the additive group of realnumberst, Dthe additive group of in- 
tegers a, C the compact group of elements c, we may put /(2)=F (t,a,c). Thenthe function 
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n—1 A 
1 


Ih k t i 
yo en D | (1 _ N (1 = Are, k, c) exp(— tz) exp(— iky)dt 
e m k=—(n-1) —A 
is positive on Cforany A,n, x, y. Thus, by von Neumann’s theory of almost periodic 
functions and Mercer’s theorem concerning the integral equation with a positive definite 


Hermitian kernel, it is proved that F,,„(2, 9, c) = DA, n,x(%, %) exp(ixx(c)), where 
K=1 


A4,n,x(%, y) >O and x;(c) denote continuous characters of ©. On the other hand, 
by the Fourier transform theorem, we have 


(1 — ‚el, (1 — re, a, c) 2. y,c) exp(?xa)exp(iya)dy. 
-o 0 


Thus, letting A>®,n—, we obtain the representation /(&)= [exp(ix()) do(x). 
Kösaku Yosida (Osaka). 

Raikov, D.: Positive definite funetions of commutative groups with an invariant 
measure. ©. R. Acad. Sci. URSS, N.s. 28, 296—300 (1940). 

An independent proof is given to a result of A. Powzner (see the preceding note 
of Powzner). The method employed by the author appeals to the theory of normed 
rings due to I. Gelfand and the theory of characters due to I. Gelfand and the author 
(see the preceding note of Gelfand and Raikov; the notations below are borrowed 
from the review of this note). Since the case of a discrete group @ was treated in a note 
of the author (this Zbl. 23, 118) @ is assumed to be not discrete as in Gelfand’s note. 
The set M of all the maximal ideals M of the normed ring R forms a bicompact space. 
Let C be the space of all the continuous complex-valued functions f({M) on M with 
the norm |f| = sup|/(M)|. For every z=4e+x(g)E R, there exists a complex- 
conjugated z=4e + &(— 9): (2,M) =(z,M) for all MEM. Hence the set of func- 
tions (z, M) on M, zE R, is dense inC. This results from Gelfand’s theory. Let now 
a measurable function @(g) on the group @ be positive (defined as in Powzner’s note), 
then it is to be proved that o(g) = il x(g)F(4A,) almost everywhere on @, where x(g) 

K 


denote continuous characters of @ and F{A,) is non-negative and completely additive 
on the Borel sets of the locally bicompact space M — M,, M — M, being identified 
with the character group K of @ by Gelfand’s duality theorem. It is proved 
moreover that the total variation of F = ess. max|p(g)| = |p|. For the proof, put 
L(e)=4 +[p(g) z(g) u(dg) for alz=Ae+ x(g)ER. By making use of the posi- 
tivity of @(g) it is proved that Z is a positive linear functional of norm ||p| on the 
space of continuous functions (z, M) which is dense in ©. By continuity, Z may be 
considered as a positive linear functional of norm||p||onC. Hence L(z)= ) (z, M)F(Ay), 
and thus if z= z(g) € L, we have L(z) = [p(g)z(g)u(dg) =/[([z()x()uldg))F(A,. 
By Fubini’s theorem, we obtain the desired result (9) = Hi X(g)F(A,). 
- Kösaku Yosida (Osaka). 


Adams, C. Raymond, and Anthony P. Morse: Continuous additive funetionals on 

the space (BV) and certain subspaces. Trans. Amer. Math. Soc. 48, 82—100 (1940). 

_ Let (BV) be the class of functions x(t) of bounded variation on the closed interval 

[0,1], (CBV) the intersection of (BV) with the class (C) of continuous functions on 

[0,1] and (AC) the class of absolutely continuous functions. Evidently (CBV) and 
1 


(AC) are subelasses of (BV). By the introduction of the metric (2, y) = [ |z(t) — y(e) |at 
ö 


+|T(&) — T(y) |, T(z) being the total variation of z(t) on [O, 1], these classes become 
metric spaces, but not Banach spaces. The authors prove that each additive con- 
tinuous functional on (BV) (or (CBV) or (AC)) can be expressed by the integral 
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1 


[ z(t)dg(t) with g(t) € (C) (or (R*) or (R)) where (R) stands for the class of integrable 


() 

(in the Riemann sense) functions and. (R*) for the subelass of (R) such that each 

function has only an enumerable set of discontinuities. Further suitably defined norms 

are evaluated and weak topology is introduced. In the remaining part of the paper 

the above metric is replaced by a little different one and similar theorems are proved. 
Izumi (Sendai). 

Komatuzaki, Hitosi: Sur les projeetions dans certains espaces du type (B). Proc. 
Imp. Acad. Jap. 16, 274—279 (1940). 

In his treatise „Thöorie des operations lin&aires“, p. 244—245, see this Zbl. 5, 209, 
S. Banach proposed the following question: Let a linear space H of the type (B) be 
assigned. Then, for every linear closed subset M of H, can we find a linear closed sub- 
set R of H such that every element / of the space H can be represented uniquely in 
the formf=g + hwithgEM,andhEN? The problem has been solved affirmatively 
for the space (L?) and negatively for the spaces (Z), (l), (LP) and (PP), 2#p >|. 
This paper solves the Banach-problem negatively for the spaces (C), (e), (M), (CP) 
(p=1,2,3,...) and (c,). The method depends upon the fact that the problem is 
negatively solved for the space (L). T. Kitagawa (Hukuoka). 

Krein, M.: Proprietes fondamentales des ensembles coniques normaux dans P’espace 
de Banach. C. R. Acad. Sci. URSS, N.s. 28, 13—17 (1940). 

A set K of a Banach space E is called conical, if I) X contains the sums and 
the positive multiples of its elements and II) x and —x do not belong toK si- 
multaneously unless ©—=0. E and its conjugate space E may be semi-ordered by 
K:z<y(s,yceBifiy—sEKandy#x,/<g(fh,gEE) if f(e)<g(e) for zEK 
and /=+g. A conical set Kiscallednormal fu<z<v,|u|<1, |v]<1 imply |e|<o 
with a constant o. It isproved that a conical set X is normal if and only if Je, |=|e|=1, 
e; € Kimply|e,+e| > ö with a positive constant 6. In order that every f€ E admits a 
decomposition =g—h,g>=0,kh>0, it is necessary and sufficient that the conical 
set X be normal. The proof appeals to a result of J. Grosberg and M. Krein (this 
Zbl. 22, 359). If a normal conical set K has an interior point u, K is called a normal 
cöne. If we put, for any zEE, |z|„ =inf it, where -tu<x<tu, then ||, is 
equivalent to the initial norm |x|. The set 4, of positive elements € E satisfying 
/(u) =1 is bicompact in the weak topology of E as functionals. For any zEE, 
Pf) = f(x) is a continuous function on the bicompact H,. The correspondence 
& «> @,(f) is proved to conserve the semi-order and the new norm: I) 2< yifand 
only if 9,()=p,(f) on H,, II) |z|u = a |p.(f) |. Lastly it is proved that if a power 

rEH 


series + WÄ+ WA? +. ,w>0, wEE, has a finite convergence radius E, 
then A=o is a singular point. Kösaku Yosida (Osaka). 

Krein, M.: Sur la d&composition minimale d’une fonetionnelle linsaire en compo- 
santes positives. C. R. Acad. Sci. URSS, N. s. 28, 18—22 (1940). 

Let K be a normal cöne of a Banach space E, and by K let be defined semi- 
order relations in E and in E, the space conjugate to E (Cf. the preceding note). The 
paper gives a necessary and sufficient condition that E be a linear lattice (by this 

E we mean that every {€ E admits a decomposition /=g—h,9g>0,h>0 in such 
Fi a waytht/=g —h,’>0,">0imlyg’>g,h>h). Writee<ywheny— x 
z is an interior point of K. Then it is proved that the demanded condition is given 
by (R,): 2<u, v and O< u, v imply the existence of y>0 such that a<& y<u,v. 
This condition is equivalent to (R}): O0<x,u,v and 2< u -+ v imply the existence 
of y,2 with 0O<y<u,0<&2<v such that 2=y-+2z. The proof of the neces- 
sity is carried out by two steps (two lemmas), and the sufficieney is proved by 
_F. Riesz’s well-known argument in Bologna Congress 1928. Next introduce the new 
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norm |x|„in Z and the set 7, E by an interior point u of K (Of. the preceding note), 
and consider the set S, of the extreme points of H,, viz. points {€ H, which cannot 
be expressed as /=3(g+h),g, hREH,„(g=+h). It is proved that if f; € 8, i—1, 2, ..., n) 


2 en "an: 
then for any real number system {c;} we an IE > cha) =R|e;|, viz. if S, con- 
zZu=1lli=1 i=1 


tains an infinite sequence {/;}, E contains a linear subspace isomorphic to the Banach 
space (l). Kösaku Yosida (Osaka). 

Calkin, J. W.: Symmetrie transformations in Hilbert spaee. Duke math. J. 7, 
504—508 (1940). 

H sei ein abgeschlossener linearer Operator im Hilbertschen Raum 9, (H — AI)-1 
existiere und sei beschränkt für ein reelles A. Dann existiert eine selbstadjungierte 
Erweiterung von H mit A in der Resolventenmenge. Der Defektindex von H ist (n, n), 
wobei n die Dimension der Nullstellen von H* — AI ist. Ferner wird eine Charakteri- 
sierung aller maximalen symmetrischen Erweiterungen von H mittels der maximalen 
symmetrischen Operatoren im Nullstellenraum von 4* — AI und dessen Teilräumen 
gegeben. @G. Köthe (Gießen). 

Neumark, M.: Defiecieney spaces of the direet produet of symmetrie operators. 
C. R. Acad. Sci. URSS, N.s. 28, 209—210 (1940). 

Ein früher (Bull. Acad. Sci. URSS, Ser. math. 1939, 265—278) bewiesenes Re- 
sultat über die Defekträume des direkten Produktes eines symmetrischen und eines 
selbstadjungierten Operators wird auf Produkte zweier symmetrischer Operatoren 
übertragen. Köthe (Gießen). 

Rainville, Earl D.: A diserete group arising in the study of differential operators. 
Amer. J. Math. 63, 136—140 (1941). 

Die durch die Operatorengleichungen (D bedeutet die Differentiation d/dx, D" x" 
bedeutet D"(z"f)) o2*D" = (— 1) Da", & 2*D* = (- 1)" Dr a®, yat Dr = Da" er- 
klärten Operatoren erzeugen eine nichtabelsche Gruppe @ mit den definierenden Rela- 
tionen = oa?= (oo) =(oy)?=E, (ay)”?=o?. & und o für sich bilden eine 
Gruppe 7, der Ordnung 8. Jedes Element aus @ ist in genau einer der Formen y*t 
oder oy’+t!!,s>0,tE T,, darstellbar und diese Darstellung ist eindeutig. G. Köthe. 

Robertson, Fred: The general differential operator. Iowa State Coll. J. Sci. 14, 
261—266 (1940). 

Es bezeichne z das Operationssymbol für die Abel-Riemannsche Derivation und x 
die Veränderliche. Durch Anwendung der Operation 2° (für a= —n, n nichtnegativ 
ganz, durchgeführt) auf die Potenzreihenentwicklung analytischer Funktionen gewinnt 
Verf. nach den üblichen formalen Umrechnungen die bekannte Äquivalenz [vgl. die 

gleiche Darstellung bei H.T. Davis, Amer. J. Math. 49, 126 (1927)]: 


2 ER PL. 
a Dale sr: [a +0,1,2,...]. 


s=0 
(Offenbar infolge Druckfehlers steht 2° statt x”“.) Die beiden Ausdrücke sind als 
Funktionen von z Lösungen der Differentialgleichung 


+ (-a+ze + —amu=0. 
Die in Darstellung (4) gegebene modifizierte Lösung blieb Ref. völlig unklar. U. a. ent- 


hält sie die „Summe“ >" - . Es folgen ähnliche Betrachtungen zu den logarithmischen 
n=1 

Operatoren 2@.logz. Beachtenswert ist der vom Verf. gewonnene Gesichtspunkt, 

Operatoren und ihre äquivalenten Darstellungen als Lösungen derselben Differential- 

gleichung zu betrachten. Auf diese Weise, meint Verf., könne eine einheitliche Grund- 

lage für die Entwicklung der Theorie des Operators gewonnen werden. Einige Druck- 

fehler. H. Hadwiger (Bern). 
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Bebutoff, M.: Sur les systömes dynamiques dans l’espace des fonetions continues. 
©. R. Acad. Sci. URSS, N. s. 27, 904—906 (1940). 

A dynamical system M in a topological space R is defined by a one-parameter 
family f(p, t), —oo <t<< oo, of one-to-one bicontinuous transformations of R in R: 
1) /(,0) = 9,2) pt), %) = IP, tı +13), 3) 1(p, ) is continuous in (p, t). Let R, 
be the space of real-valued continuous functions p(x), —oo< 2<< oo, metrised by 


1 & £ £ 
the distance 0(p, y) = sup min | sup |p(z) — y(e)|, 1) which characterises the uni- 
A lzlzs4 


form convergence on (—00, 00) in Montel’s sense. We may define a dynamical system 
M,„in R, by fu(p(x),t) = (x +t). Each real-valued continuous function ®(p) on R 
induces a continuous transformation on Rin R, through 9,(2) = D(f(p, x)). If this 
transformation is one-to-one and bicontinuous we say that there is defined a one-to- 
one bicontinuous transformation of M in M„. Theorem 1 states that such a trans- 
formation exists if R is a compactum and if M has at most one fix point p: f(p,t)=Pp, 
—0<t< +00. Theorem 3 extends this result to the case when R is separable and 
locally compact. For any p € R,, the stability (in the sense of Lagrange or Poisson), 
recurrency, almost periodicity etc. of the motion /,(@, t) in M, may be defined. These 
motions are connected respectively with certain types of motions in M, assuming R 
to be metrical. Kösaku Yosıda (Osaka). 

Alaoglu, L., and 6. Birkhoff: General ergodie theorems. Ann. of Math., II. s. 41, 
293—309 (1940). 

A detailed discussion of the results sketched in a previous paper (this Zbl. 22, 361). 
Let @ be a semi-group of bounded linear transformations 7, operating on a Banach 
space E. An element x of E is called ergodic if the means Ic, - 2T,(,=0, !,=1) 
of its transforms zT, converge in a generalised sense to a point « which is invariant 
under the transformations 7T,. Two groups of theorems are proved, based on entirely 
different arguments. It is first shown by a “minimal” method (using purely metric ar- 
guments) that if the bounds of the T, are<=1, if E is uniformly convex and has a 
unit sphere without “sharp edges’ (as the spaces LP or I? for p>]1), then every x 
is ergodic. In the case of an Abelian @ no restriction on E beyond uniform convexity 
is necessary. In the second group of theorems no restriction is put on E, but it is sup- 
posed that @ is an “ergodic’’ group in the sense that there exists on it a sequence of 
“nearly invariant”’ measures (such being the case if @ is a cyclic group, or an n-para- 
meter Abelian group, etc.). By an argument, due primarily to F. Riesz (see this 
Zbl. 19, 414), it is then shown that every & whose transforms lie in a weakly compact 
convex set, is ergodic. (If E is LP or IP, then that is the case for all x.) 

Bela de Sz. Nagy (Szeged). 

Variationsrechnung: 


MeShane, E. J.: A remark concerning suffieieney theorems for the problem of 
Bolza. Bull. Amer. Math. Soc. 46, 698—701 (1940). P 

L’A. arreca un interessante complemento ad un teorema di M.R. Hestenes 
(questo Zbl. 17, 268). S. Cinquini (Pavia). 

Cinquini-Cibrario, Maria: Proprietä degli integrali delle equazioni a derivate parziali 
del ealeolo delle variazioni. Ist. Lombardo, Rend., III. s. 73, 679698 (1940). 

Dans l’ordre d’idees d&jä suivi par !’A. (ce Zbl. 19, 300, 305) on considere le pro- 
bleme du minimum de l’integrale 


10) = [file w2@,n, 2, 2)azay, 
D 


et on etudie les proprietes analytiques des solutions du probleme de Dirichlet pour 
V’equation de Lagrange relative & l’int6grale I (2). — Entre les nombreux et remarquables 
resultats realises par l’A. et pour lesquelles on renvoie au M&moire en examen, nous 
rappelons le theoreme suivant: Soit D un domaine ouvert et borne du plan (z, Y), 


En. 
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et soit /(z, Y,2, 9, q) une fonction finie et continue, avec ses derivees partielles des 
deux premiers ordres, pour tous les (z, y) de D et pour toutes les valeurs finies de 
2, P, 9, et satisfaisante aux conditions suivantes: 


42,2 )=0; Fol + hatt + ta + 2A + 2: 9 + Mur >0, 
pour tous les A, u,v. Soit 2,(2, y), ((z, y) en D) une solution de l’&quation 
df, dfees 
(1) Neem 
pour la quelle soit verifiee une au moins des deux suivantes conditions: 


a) l’integrale Ir, Y, Zo> Pos Io) drdy, (Po = 2 I se) soit finie; 
D 


b) pour tous les |A| assez petits, l’expression 
l.(z, y, 2, 4 h, De; 90) Br: df,(®, Y; u h, Do» 90) Wr df,(z, Y; . . h, Do» 90) 
Y 
soit, comme fonction de A, non decroissante. — On suppose encore qu’il y a au moıns 
une fonction z(z, y), absolument continue (dans le sens de Tonelli) en chaque domaine 
interieur a D, continue dans le domaine ferm& D correspondant aD, et telle que en 
tous les points de la frontiere de D soit z (z, y) = 2,(z, y). — Alors l’integrale I (20) 
est finie et verifie l’inegalite /(z,) < I(z). — Entre les differentes applications de ce 
the&or&me on doit citer le r&sultat suivant qui appartient & un autre point de vue. 
Dans l’'hypothese que le probl&me de Dirichlet relatif & l’equation (1) ait solution au 
moins pour des domaines assez petits et de forme particuliere, on demontre, sous des 
conditions que nous ne pouvons pas rappeler ici, qu’une fonction absolument continue 
z(z, y), qui realise le minimum de l’integrale I(z) a ses derivees partielles des deux 
premiers ordres finies et continues, et v£erifie l’equation (1) en tous les points de D. 
S. Oinquini (Pavia). 


Funktionentheorie: 


Delange, Hubert: Sur la convergence des series de polynomes de la forme Da, Pn (2) 
et sur certaines suites de polynomes. Ann. Ecole norm., III.s. 56, 173—275 (1939). 


Verf. untersucht die Konvergenz von Polynomreihen der Form Sa, P„(z). Man 
ein Porn‘ 
un) = log|mPr@)|, Un) = lee II,@)|, 
un(2) = Unl?) + I log(an An), 


u(z) = limsupu, (2) , ) = limsup y a„An| E 
n>o n>%0 


also 


ferner 


Gemäß dem Cauchyschen Konvergenzkriterium haben wir für «(z2) <‘0 Konvergenz, 
für u(z) >0 dagegen Divergenz. — A. Seien zunächst alle Nullstellen der P,„(z) in 


2 IR ee | 1 
einem Kreis K,, | — 2,| < ro. WennA <,_- ist, so existiertin — — = ?|=e7+n% 


eine geschlossene Kurve I’, z=2, + f(0)e‘P , auf welcher u(z) verschwindet, außerhalb 
positiv und innerhalb negativ ist. Wir haben also innerhalb Konvergenz und außerhalb 


2 : ie 
Divergenz. Bei gegebenen/T, ist jeder Folge {a, A„} mit A < Z7, eine Kurve I'zugeordnet. 


Diese sind im allgemeinen keine einparametrige Schar. Wann bilden sie eine Kurven- 
schar von der Form F(x, y) = konst.? Dies ist das hier behandelte Problem. Hiezu 
ist notwendig und hinreichend, daß die U,„(z) außerhalb K, konvergieren. Mit 


1 
lim U,„(z) = U(e) ist dann U(z) = —IgA die Gleichung der Kurve J', sofern A < In 
Denn es ist u(z) = U(z) +1gA. Es sollen nun die Nullstellen der P„ innerhalb ge- 
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j 1 eu: 
schlossener Kurven O,,C,,...,C, liegen. Die Gleichung U(z) =1g Er definiert dann 


geschlossene Kurven /\,T%,,.... Wenn diese außerhalb der C; liegen, so ist die Reihe 
innerhalb der I‘; konvergent, außerhalb dagegen divergent. Verf. betrachtet nun spe- 
ziell den Fall, daß alle Nullstellen auf einer Strecke (a, b) liegen. Die Bedingung, daß 
die U„(z) außerhalb (a, b) konvergieren, kann dann durch die Lage der Nullstellen 
der P,„ folgendermaßen charakterisiert werden: Es soll ‚im pn (e) = y(e) existieren, 


wenn die Mengenfunktion n  y„(e) die Zahl der Nullstellen der P,„ auf der Menge e 
bedeutet. Im Anschluß daran behandelt Verf. eingehend Folgen von orthogonalen 
Polynomen und von Polynomen, die einer Poincareschen Rekursionsformel 
Para + (an2 + du) Parı + m Pu = 0 genügen. — B. Zunächst ohne Rücksicht auf das 
Konvergenzproblem folgt in einem zweiten Teil eine tiefgreifende Untersuchung über 
Polynomfolgen, deren Nullstellenverteilung ‚regulär‘ ist, deren Mengenfunktionen Yn (e) 
also gegen eine Grenzfunktion y(e) konvergieren. Hier müssen die Nullstellen nicht 
mehr in einem beschränkten Bereich liegen. Hauptresultat: P,(z), Pz(2), - - -, Pn(2), .-- 
sei eine Folge mit regulärer Nullstellenverteilung und E die abgeschlossene Hülle der 
Menge aller Nullstellen. Dann existiert eine äquivalente Folge {/T, = &„P,} und eine 
reellwertige Funktion ®(z) mit folgenden Eigenschaften: 1) Für jeden Bereich D ist 


De) —flogr-dye), r=|l2—2|; 
eine harmonische Funktion nD. 2) Für jede Teilfolge I/n,, Ins - - -» Ins - - - gilt 
lim sup „_ log| 17n,(2) = ©®(:) 
überall, bis auf eine „kleine“ Ausnahmemenge in E. Dort gilt < statt =. 3) In 


jedem zu E fremden Bereich konvergiert a log |/T„(z)| gleichmäßig gegen ®(z). — 


Der Satz läßt sich umkehren, d.h. diese Eigenschaften sind charakteristisch für regu- 
läre Nullstellenverteilung. Die Anwendung auf das Konvergenzproblem führt zum 
Satz: Die Reihe >’ «a„P,„(z) ist konvergent im Gebiet D(z) + log} < 0, -divergent 
dagegen im Gebiet ®(z) + log} >0 bis auf eine „kleine“ Ausnahmemenge in E. 
Pfluger (Freiburg/Schweiz). 

Biggeri, Carlos: Sur les singularit&s des fonetions analytiques d&finies par des series 
de Dirichlet. ©. R. Acad. Sci., Paris 209, 979—980 (1939). 

Verf. verallgemeinert ein von ihm stammendes Theorem (vgl. dies. Zbl. 16, 33) 
durch Beweis folgenden Satzes: In der Dirichletschen Reihe D’a„e"""? (2 = x + iy) 
sei R(a,)>0 und lim[cosarga,]!/” —=1. Dann ist der reelle Punkt der Konvergenz- 
geraden singuläre Stelle der durch die Reihe dargestellten regulären Funktion. 

Lammel (Prag). 

Montel, Paul: Sur les valeurs des fonetions holomorphes. ©. R. Acad. Sci., Paris 
209, 963—967 (1939). 

Voranzeige der in dies. Zbl. 23, 239 besprochenen Arbeit. Ullrich (Gießen). 

Lammel, Ernst: Zum Interpolationsproblem im Einheitskreise meromorpher Funk- 
tionen. 1. Math. Z. 47, 132—140 (1940). 

Sei b, eine Punktfolge im Einheitskreise €, die sich nur gegen dessen Rand häuft. 
H{b} sei die Klasse aller in & gebrochenen Funktionen, welche höchstens in den Punk- 
ten b, polar sind. — Es wird gezeigt, daß jede Funktion aus H{b} eine eindeutig be- 
stimmte Reihenentwicklung von der Form 


oo N 
] | 2 —b, & Ten 
B O, va] “I mit lim Y|C,|<1 
gestattet, und daß umgekehrt jede Reihe dieser Gestalt und unter dieser Bedingung 
eine Funktion aus H{b} liefert. Insbesondere können die C, nach Vorschrift der Ab- 
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leitungsfolge /(0), f'(0),...,/®(0),... so bestimmt werden, daß die n-te Teilsumme 
die ersten n Ursprungsableitungen von (2) zeigt. Wenn es dann zur Folge /®(0) eine 
Funktion aus A415} gibt, ist sie einzig, und durch obige Reihe darstellbar. Ullrich. 

Stoilow, S.: Sur une extension topologique du prineipe du maximum du module et 
ses applications ä la theorie des fonetions. Bull. Sect. Sci. Acad. Roum. 23, 28—30 (1940). 

In geeigneter Fassung, als Prinzip vom Minimum, handelt es sich beim Maximum- 
prinzip der Funktionentheorie um eine allgemeingültige Aussage, welche bei jeder 
inneren Abbildung 7(X) eines topologischen Raums X in einen zweiten Y besteht. — 
Sind y,Yı zwei Punkte eines Kontinuums K.in Y, welches zum T-Bilde des Randes R 
einer in X abgeschlossenen und kompakten Punktmenge @ fremd ist, so gehören beide 
oder keiner der Punkte y,y, zum T-Bilde des Innern von G. — Sei G, eine Folge 
(abgeschlossener) Bereiche in einem beliebigen Euklidischen Raum E, R, Rand von G,. 
Dann folgt, nach obiger Aussage, aus lim T(R,) = 00 entweder lim T(G,) = oo oder 
lim 7(G,) = E. — Funktionentheoretische Anwendung bietet ein von Lusin und 
Priwaloff gegebenes Beispiel, wo jeder Halbstrahl Juliasche Richtung ist. Ullrich. 

Kasner, Edward: Conformality in eonneetion with funetions of two complex variables. 
Trans. Amer. Math. Soc. 48, 50—62 (1940). 

Verf. stellt Differentialinvarianten 1. Ordnung für die Gruppe @ aller analytischen 
Transformationen 2’ =f(w,2); w =g(w,z) auf. Er gelangt so zu geometrischen 
Charakterisierungen der Gruppe G. [Als Vorarbeit dazu siehe K. Reinhardt, Analy- 
tische Funktionen zweier Veränderlichen. Math. Ann. 83, 211 (1921).] Insbesondere 
wird der Pseudowinkel zwischen einer Kurve C und einer Hyperfläche HZ im Schnitt- 
punkte P eingeführt. Der Pseudowinkel ist invariant gegenüber analytischen Trans- 
formationen und umgekehrt; jede eineindeutige Transformation, die die Pseudowinkel 
erhält, ist in dem betreffenden Gebiete analytisch. — Zum Schluß wird die Gruppe 
(vom Verf. Picardsche Gruppe genannt) der komplex-projektiven Transformationen 
im w, z-Raum untersucht. Jede reguläre Transformation, die eine 4-parametrige Gruppe 
von analytischen Ebenen in ebensolche Ebenen überführt, gehört zu dieser Gruppe. 

\ Behnke (Münster). 

Stein, Karl: Topologische Bedingungen für die Existenz analytischer Funktionen 
komplexer Veränderlichen zu vorgegebenen Nullstellenflächen. Math. Ann. 117, 727—757 


(1941). 
Ausführung der in den $8.-B. Bayer. Akad. Wiss. 1939, H. 1/2, 139—149 angekün- 
digten Ergebnisse (siehe dies. Zbl. 22, 368). Behnke (Münster). 


Martin, W. T.: On a minimum problem in the theory of analytie funetions of 
several variables. Trans. Amer. Math. Soc. 48, 351—357 (1940). 

Von Wirtinger stammt das Problem: Gegeben ein Bereich ® im Raume der 
21,295: und in ihm eine Funktion ®. Gesucht eine analytische Funktion 


21, 225 - - 2m), so daß [Id - t?da, ... da„-dyy ... dyn 
® 


- ein Minimum wird. Wirtinger gab die Antwort: 1) Für n = 1 und 2) Für beliebiges n, 
wenn ® eine Kugel ist [siehe Mh. Math. Phys. 39, 377—384 (1932); dies. Zbl. 5, 361, 
und ebenda 47, 426-431 (1939); dies. Zbl. 21, 336]. Die gesuchte Funktion f wird in 
geschlossener Form durch ein Integral dargestellt. Nach Wirtinger scheinen für all- 
gemeine Bereiche sehr schwierige Untersuchungen erforderlich zu sein. — Verf. löst 
nun das Problem für alle Gebiete ®, die noch ein vollständiges, orthonormales System 
von Funktionen aufweisen und alle Funktionen ®, die einmal stetig differentiierbar 
und in ® quadratintegrierbar sind. Die Lösungsfunktion lautet: 

t=[D-Ky-da,... da, -dyı ... dyn- 
3 


Kay ist die von Stefan Bergmann eingeführte, ® eindeutig zugeordnete Kernfunktion. 


— Der Nachweis wird in wenigen Zeilen geführt und zeigt die Leistungsfähigkeit des y r 
Bergmannschen Verfahrens. Behnke (Münster). R ‘2 
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Numerische und graphische Methoden. 


Reich, E., und $. Bertschmann: Beitrag zur Berechnung der Koordinaten des 
Sehnittpunktes zweier Geraden. Schweiz. Z. Vermessgswes. 38, 48—52 (1940). 

Im Anschluß an Bertschmann [Schweiz. Z. Vermessgswes. 88, 1—7 (1940); dies. 
Zbl. 22, 257] behandelt Reich die Frage nach bequemster Berechnung der Koordinaten 
des Schnittpunktes von zwei Geraden mittels der Rechenmaschine, wenn die Geraden 
selbst durch die Koordinaten ausgewählter Punkte festgelegt sind. Er benutzt bekannte 
Formeln der analytischen Geometrie und erreicht ebenfalls ein Verfahren, das ohne 
Aufschreiben von Zwischenergebnissen auskommt. Für die Ausführung auf der Hand- 
Rechenmaschine werden einige technische Winke gegeben. — Bertschmann weist 
darauf hin, daß das Maschinenrechnen Rückkehr zur einfachsten Gestalt der Formeln 
nahelegt, die früher bei Benutzung der Rechenwalze aus Genauigkeitsgründen häufig 
verlassen wurde. Theodor Zech (Darmstadt). 

Slobodianski, M. G.: Method of approximate integration of differential equations 
with partial derivatives and its applieation to problems of elastieity. Appl. Math. a. 
Mech., N.s. 3, 75—81 u. engl. Zusammenfassung 82 (1939) [Russisch]. 

Die Differentialgleichung (z. B. Laplacesche) mit zwei unabhängigen Veränder- 
lichen wird auf einem System von äquidistanten, horizontalen Geraden betrachtet. 
Wir erhalten in dieser Weise ein System gewöhnlicher Differentialgleichungen zweiter 
Ordnung mit n unbekannten Funktionen von x. Die Integrationskonstanten werden 
mittels der Randbedingungen ausgerechnet. Numerische Beispiele folgen. Vgl. mit der 
Methode von Kantorowitch (dies. Zbl. 7, 311; 9, 355). Janczewski. 

Katterbach, Klaus: Messung der Krümmung von flachen Kurven. (Inst. f. In- 
stationäre Vorgänge, Aerodyn. Versuchsanst., Göttingen.) Z. angew. Math. Mech. 20, 
284—290 (1940). 

Zwecks Krümmungsmessungen flacher Kurven werden zwei neue Verfahren aus- 
gearbeitet, nämlich ein elastomechanisches und ein elastooptisches. In beiden Fällen 
wird die Kurve durch eine mittels Klemmschrauben eingestellte Blattfeder nach- 
gebildet. Bei sorgfältiger Messung der Reflexion eines Lichtstrahls kann eine Genauig- 
keit von etwa 3% erreicht werden, was bei keiner anderen bekannten Methode der 
Fall ist. Es ist vorgesehen, gleichzeitig auch die erste Ableitung der Kurvenordinate 
zu bestimmen, wodurch die Berechnung der zweiten Ableitung aus der Formel für den 
Krümmungshalbmesser möglich wird. Nyström (Helsinki). 

Thesen, Gudbrand: Über periodische Funktionen, ihre Observation und Aus- 
gleiehung. Skand. Aktuarie Tidskr. 23, 168—195 (1940). 

Bei der Beobachtung periodischer Funktionen in äquidistanten Intervallen treten 
oft eigentümliche Schwierigkeiten auf, die darauf beruhen, daß die gleichen Zahlen- 
folgen durch Periodizitäten mit verschiedenen Wellenlängen darstellbar sind. Verf. 
gibt eine ausführliche mathematische Theorie der hierbei auftretenden Verhältnisse 
mit einer Anwendung auf eine etwa achtjährige Periode, die in der Sterblichkeitstafel 
der norwegischen Lebensversicherungsgesellschaften für nicht ärztlich untersuchte 
Männer in Erscheinung tritt. K. Stumpff (Berlin). 

Laurila, Erkki: Zur mechanischen Berechnung des Fourierschen Integrals. Soc. 
Sci. Fennica. Comment. phys.-math. 10, Nr 15, 1—16 (1940). 

Es wird gezeigt, wie man Fouriersche Integrale mittels der harmonischen Ana- 
Iysatoren berechnen kann. Der Analysator Mader-Ott ist hierzu besonders geeignet. 
Für die Durchführung wird eine Methode schrittweiser Näherung entwickelt, die selbst 
in komplizierten Fällen bereits nach ein paar Schritten Resultate liefert, deren Ge- 
nauigkeit etwa 0,5% des größten Wertes der gesuchten Funktion beträgt. Zwei Bei- 
spiele erläutern die Methode. Nyström (Helsinki). 

Chao, Robert F. H.: Affine charts. Sci. Rep. Nat. Tsing Hua Univ. Kunming A4, 
135—144 (1940). 


So wie der Rechenschieber auf der Verschiebung einer Skala in sich beruht, kann 
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man die nächst einfache Beziehung zwischen Skalen, die affine, zum Rechnen ausnützen. 
Es entstehen die affinen Karten (Karte im Sinne von Nomogramm). Von diesen 
werden einige brauchbare Typen besprochen. Die auftretenden Beziehungen sind 
F2(&) = Falle) + Fıltı), Falle) = hıltı)lalt), 92(55) = hWgı(sı) + fr(t) und einige Son- 
derfälle davon. Zu jeder werden Beispiele gegeben. L. Schrutka (Wien). 


Willers: Benutzung projektiver Skalen zur Unterteilung von Skalen anderer Funk- 
tionen. Z. angew. Math. Mech. 20, 291—292 (1940). 

Für die Anwendung projektiver Skalen zur Darstellung vorgegebener Abschnitte 
von Skalen anderer Funktionen ist eine gute Fehlerabschätzung notwendig. Das Ziel 
der Arbeit liegt nun darin, die übliche, bei Schwerdt, Lehrbuch der Nomographie, 
Berlin 1924, S. 63, angegebene Fehlerabschätzung durch eine genauere zu ersetzen. In 
y = (az + b):(x + d) werden die drei Konstanten a, b, d so bestimmt, daß die Werte 
von y mit denen der gegebenen Funktion f(x) für &,, &,, &, übereinstimmen. Verf. setzt 

_ a2: +b e _ &—- 2) — %)(x — 25) 
/(2) = cH+d + R(«) mit diz) = (x + d)? x). 
Die dritte Ableitung der Funktion 
DO) = FWE+D - (at ++ le - Sl - ax) 
muß. nach dem Rolleschen Satz in dem Bereiche der vier Nullstellen = x,, &,, a, € 
der Funktion eine Nullstelle £ besitzen. So findet der Verf. die Abschätzungsformel 


em) )® 


Ba OLE + =. 


= n - +1. R(x),wobei I. f(x) die Längeneinheit der 


Skala angibt. Ein Beispiel zeigt den Unterschied zwischen der bisher üblichen Fehler- 
abschätzung und der neuen. Nehring (Bitterfeld). 


in Verbindung mit I- f(x) =]1- 


@ Bosshardt, Rudolf: Tafeln zum Absteeken von Kreisbogen nach Polarkoordinaten. 
Stuttgart: Konrad Wittwer 1940. IV, 106 S. u. 11 Abb. RM. 5.50. 

Die Polarkoordinatenmethode hat sich seit Einführung der genauen selbstredu- 
zierenden Tachymeter immer mehr durchgesetzt, weil die überaus schnelle Strecken- 
messung und die nun mögliche Zusammenfassung von Polygonmessungen und Detail- 
aufnahme eine wesentliche Ersparnis an Feldarbeiten mit sich brachten. Aus diesen 
Gedankengängen heraus sind auch die vorliegenden Tafeln entstanden, die demgemäß 
hauptsächlich auf das Arbeiten mit selbstreduzierendem Gerät (Bosshardt-Zeiss) 
abgestellt sind. In der ersten Tafel sind für den Radius R = 100 Tangente, Bogenlänge, 
Scheitelabstand, halbe Sehne und Pfeilhöhe mit dem Zentriwinkel & als Argument im 
Bereich 0< «x <= 2009 tabuliert; das Intervall beträgt für & zwischen 0° und 1209 
einen ganzen Grad, zwischen 1209 und 1809 einen halben Grad. Zur Interpolation 
sind die Funktionsdifferenzen jeweils für den Argumentunterschied von 1° in cm an- 
gegeben. Hierbei sind Winkel in alter Teilung zuvor mittels der beigefügten Um- 
wandlungstafel in Neugrad umzurechnen. Die so aus Tafel I erhaltenen Werte ge- 
nügen, um vom Tangentenschnittpunkt aus Anfangs-, Mittel- und Endpunkt des 
Bogens bei gegebenem R und «& abstecken zu können. Zum Absetzen weiterer Punkte 
des Bogens dient Tafel II. Ausgehend von einem Punkt des Bogens sind die auf diese 
Tangentenrichtung bezogenen Winkel und die Strecken (Sehnen) aus der Tafel zu 
entnehmen, die alle von dem gewählten Ausgangspunkt abgesetzt werden. Die Tafel 
hat als Eingänge Radius und Bogen; tabuliert sind die abzusetzenden Winkel in neuer 
und alter Teilung und die Unterschiede zwischen Bogen und Sehne, deren Differenzen 
in cm für 1 m Bogenlänge zur Interpolation angegeben sind. Die Genauigkeit der 
entnommenen Maße ist auf die Genauigkeit des Bosshardt-Zeiss-Gerätes abgestimmt. 
Ein Beitrag über Verwendung und Behandlung dieses Instrumentes beschließt das 
Buch. J. Sutor (Danzig). 
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Vandrey, F.: Tafel der acht ersten Kugelfunktionen zweiter Art. Z. angew. Math. 
Mech. 20, 277279 (1940). 

Diese Tafel enthält die Werte der Kugelfunktionen zweiter Art Q, bis Q, im Inter- 
vall O bis 1. Für die Funktion Q, wurden die Werte einer bestehenden Tafel der Hy- 
perbelfunktionen von K.Hayashi entnommen. Die Funktionswerte für 9, bis & 
wurden mit Hilfe der bekannten geschlossenen Ausdrücke dieser Funktionen berechnet. 
Für Q, bis Q, wurde die Rekursionsformel der Kugelfunktionen benutzt. Die Tafel 
schreitet mit Intervallen des Argumentes von 0,01 fort. M.J.O. Strutt. 


Geometrie. 
Grundlagen, Nichteuklidische Geometrie: 

Winternitz, Arthur: Zur Begründung der projektiven Geometrie: Einführung idealer 
Elemente unabhängig von der Anordnung. Ann. of Math., II. s. 41, 365—390 (1940). 

Es wird untersucht, wie weit man die klassische Methode von Klein und Pasch, 
die projektive Geometrie von einem konvexen Raumstück aus aufzubauen, anwenden 
kann, wenn man keine Anordnungstatsachen, sondern nur Inzidenztatsachen voraus- 
setzt. An Stelle des konvexen Raumstücks wird dabei durchweg ein Bereich ® zugrunde 
gelegt, in dem die räumlichen Verknüpfungsaxiome aus Hilberts „Grundlagen der 
Geometrie‘ (7. Aufl., 1930) gelten und außerdem auf jeder Geraden wenigstens drei 
Punkte liegen. — Zunächst werden ausführlich die axiomatischen Grundlagen dis- 
kutiert. — Sodann zeigt der Verf., daß man von einer ebenen nicht-Desarguesschen 
Geometrie ausgehend ein Beispiel konstruieren kann, welches lehrt, daß sich ein 
Bereich ® im allgemeinen nicht zu einem projektiven Raum erweitern läßt; in dem 
als Beispiel betrachteten Bereich gilt nämlich weder der Satz, daß für zwei Dreikante, 
die zwei Kanten gemein haben, die beiden dritten Kanten in einer Ebene liegen (Vier- 
kanthypothese, Hl), noch der Satz von den perspektiven Dreikanten (Satz von 
Desargues im Bündel, 42). Es wird dann gezeigt, daß diese gewiß notwendigen 
Voraussetzungen Hl und H2 andererseits auch hinreichen, um von einem Bereich 8 
aus ohne Benutzung von Anordnungstatsachen die Einführung der idealen Elemente 
und damit die Einbettung in einen projektiven Raum vorzunehmen. — Wenn man 
über die Anordnungsaxiome verfügt, so kann man aber bekanntlich die Sätze Hl 
und H2 beweisen, und der Verf. wendet sich nun der tieferen Frage zu, welche An- 
nahmen über Inzidenzen den Beweis von Hl und H2 ermöglichen. Er betrachtet 
Annahmen, die aus Umgebungsvorstellungen abstrahiert sind. Diese hier benutzten 
Annahmen sind zwar nicht mehr notwendig für die Einbettbarkeit eines Bereiches 8 
in einen projektiven Raum; sie folgen jedoch aus den Anordnungsaxiomen, ohne aber 
andererseits diese zur Folge zu haben. Als Beispiel sei die Annahme U angeführt: 
Schneiden sich eine Gerade g und eine Ebene & in einem Punkte O und ist A ein Punkt, 
der weder auf g noch in «& liegt, so gibt es durch A eine Gerade, die sowohl g als «& 
schneidet. Neben U werden noch zwei verwandte Annahmen U* und U** verwendet, 
und es wird gezeigt, daß 42 aus U und Hl folgt, daß Hl aus U* und H2 folgt, 
und daß H2 aus U** folgt. — Das Problem, ideale Elemente ohne Anordnungstatsachen 
einzuführen, behandelt auch S. Gorn, Bull. Amer. Math. Soc. 46, 158—167 (1940); 
dies. Zbl. 22, 379. Bachmann (Marburg a.d.L.). 

Watanabe, S.: Coordonnses parallöles et leur applieation. 1. Jap. J. Math. 17, 
127—138 (1940). 

‚Av; A}, .. ., A, seien feste Punkte der Euklidischen Ebene, je drei nicht auf einer 
Geraden. P, sei ein Punkt auf der Geraden A,A,, P, ein Punkt auf P,A5,..., 
P„ auf P„_,A, (für die P; werden auch uneigentliche Punkte zugelassen). Bezeichnet 
man den Polygonzugp = (P,,...., P„) als einen Punkt mit den Koordinaten NE 45 
und erklärt man in naheliegender Weise Gerade und Stetigkeit, so bildet die Gesamt- 
heit e14) = &4,,..., 4n) aller dieser Punkte einen n-dimensionalen projektiven Raum. 
Durch die A; werden n + 1 feste parallele Gerade g; gelegt. X; seien Punkte auf diesen 
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Geraden. Alle Räumee,yı=eix,, ..., x.) werden gebildet. Zwei Punkte Ms 1,)Cerı 
(U,,..., U„) € erx,, heißen identisch,'wenn die Geraden T,U, alle parallel zu g, sind 
und 7„= U, ist. Die so erhaltenen Punkte bilden einen (n + 1)-dimensionalen pro- 
jektiven Raum Z[ 4], in dem die epyj die Hyperebenen sind. Die Entfernungen «’ = A;X;, 
werden als die Parallelkoordinaten von eixj bezeichnet. Alle epyj, deren Koordinaten 


Rn 
einer linearen Gleichung I) a;2"—=b genügen, haben genau einen Punkt von Eu 
D 


gemeinsam, die a,,...,Q,,b sind also Punktkoordinaten in Era. Die a,,..., a, sind 
Punktkoordinaten in ers). Läßt man n gegen unendlich gehen und fordert absolute 
Konvergenz der Reihen a,, a,,..., so erhält man einen projektiven Raum mit ab- 
zählbar vielen Dimensionen. Andeutungen über eine Verallgemeinerung der Nomo- 
graphie, die in diesen Überlegungen enthalten ist. @. Köthe (Gießen). 

Kerekjärtö, B. de: Sur le groupe des homographies et des antihomographies d’une 
variable eomplexe. Comment. math. helv. 13, 68—82 (1940). 

Ist @' eine Gruppe von topologischen Transformationen einer Kugelfläche in sich, 
welche jedes Punktetripel auf gerade zwei Weisen in ein anderes Punktetripel über- 
führt und hängen die Transformationen stetig von diesen Punktetripeln ab, so ist @’ 
homöomorph zur Gruppe der Kreisverwandtschaften, d.h. der Möbiusschen Kreis- 
verwandtschaften und der Abbildungen durch reziproke Radien. — Aus der Existenz 
einer involutorischen Abbildung, welche ein Punktetripel festläßt, wird auf die Existenz 
von „Kreisen“ geschlossen, d.h. stetigen Kurven, die durch je drei Punkte eindeutig 
bestimmt sind. Der wesentlichste Teil des Beweises besteht nun in der Einsicht, daß 
die Kreise durch einen festen Punkt infolge der Gruppeneigenschaft von @’ zu den 
Geraden der euklidischen Ebene homöomorph sind. K. Reidemeister (Marburg, Lahn). 

Toepken, Heinrich: Über den Höhensatz in der absoluten Geometrie. Deutsche 
Math. 5, 395—401 (1941). 

Hjelmslev hat als erster gezeigt [Math. Ann. 64, 449—474 (1907) und Kgl. Dansk. 
Vid. Selsk. Math.-Fys. Medd. 8, 11; 10, 1 (1929)], wie man die ebene Geometrie ohne 
Stetigkeitsaxiome und ohne eine Annahme über das Schneiden oder Nichtschneiden 
von Geraden allein unter Benützung ebener Axiome aufbauen und so z. B. (Medd. 8, 
11, 27) auch den Höhensatz beweisen kann. Verf. zeigt, wie man diesen auf Grund 
der ebenen Axiome der Verknüpfung, Anordnung und Kongruenz in der Hilbertschen 
Fassung beweisen kann: also, ohne andere Begriffe als die durch diese Axiome ge- 
gebenen heranzuziehen, d.h. „elementar“. Er gibt zwei solche Beweise: einen mit und 
einen ohne ausdrückliche Benützung des Pascalschen Satzes. Er ordnet ferner seinen 
zweiten Beweis in die Hjelmslevsche Theorie ein und gibt noch zwei weitere Beweise 
Hjelmslevscher Art für den Höhensatz. — Schließlich gibt er noch einen elementaren 
Beweis für den Mittellinien- oder Schwerliniensatz in einem besonderen Fall und spricht 
die Hoffnung aus, daß sich von diesem auch der allgemeine Fall elementar, und zwar 
allein in der Ebene möge beweisen lassen (s. H.Liebmann, dies. Zbl. 17,82). K.Fladt. 

@ Ulderico, Beneivenga: Geometria e trigonometria iperboliche e fondamenti d’una 
geometria a metri variabili. Roma: 1939. 191 8. u. 75 Fig. 

Nach einer Entwicklung der elementaren hyperbolischen Funktionen stellt Verf. 
eine Geometrie auf, die „hyperbolisch“ genannt wird, jedoch mit der pseudoeukli- 
dischen Geometrie von Klein übereinstimmt. Im letzten Teil wird in der affinen 
Ebene eine Geometrie entwickelt, die ‚mit veränderlicher Längeneinheit‘ genannt 
wird, weil das euklidische Abbild der Bahnkurve einer Drehung (Kreis) eine beliebige 
Kurve ist. U. Morin (Padova), 


Elementargeometrie: 
Hofmann, Jos. E.: Bestimmung des Zylinderdurchmessers dureh eine Oberflächen- 
konstruktion mit Zirkel und Lineal. Deutsche Math. 5, 401404 (1941). 
Als Konstruktionsmittel verwendet der Verf. zur praktischen Ermittlung des 
Sr 
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 Durchmessers eines geraden Kreiszylinders (verhältnismäßig dicke Rundsäule) neben 
Zirkel und Lineal das Aufpassen eines auf ein Blatt Papier gezeichneten Quadrates 
samt seinen Diagonalen. Auf elementarem Wege wird gezeigt, daß sich der Zylinder- 
durchmesser (d) mit Zirkel und Lineal aus der Halbdiagonale (s) des Quadrates, sowie 
der am Zylinder mit dem Zirkel abgegriffenen Halbdiagonalen (a bzw. b) und Dia- 
gonalen (2u bzw. 2v) des aufgepaßten Quadrates einfach konstruieren läßt. (Es gilt: 


= Bere wi .— Ein Hinweis auf die Behandlung dieser Aufgabe bei 
Va? Een yb? 2 

Pappos beschließt die Arbeit. Hans Robert Müller (Graz). 
Thebault, V.: Oetogone bord& de earres. Mathesis 54, 114—117 (1940). 
Über den Seiten eines konvexen Achtecks A)A,A,... A, Konstruiert man nach 

außen die Quadrate mit den Mittelpunkten C,, C,,..., C,, nach innen die Quadrate 


mit den Mittelpunkten 07, 03,...,C%. Sind E,F,G, H die Mitten der Diagonalen 
C,05, 030g, 0307, 010g, E',F',@,H’ die Mitten der entsprechenden Diagonalen 
0/0%,..., so sind EFGH und E’F’@'H' Pseudoquadrate, d. h. Vierecke mit gleich 
langen und senkrechten Diagonalen. Die Achtecke A;, C;, C; und die beiden Pseudo- 
quadrate haben denselben Schwerpunkt. Über den Seiten BC, CD, DA, AB eines 
konvexen Vierecks ABCD konstruiert man nach außen die Quadrate ABA,A,, 
BOA,A,, ODAsA;, DAA,A, mit den Mittelpunkten A}, A}, A5, Az. Az, A}, Ag, Ag 
seien die Mitten der über A,A,, A4A;, AgA,, Ag A, nach innen konstruierten Quadrate. 
Dann sind 47, 43, ...., A% die Mitten der über den Seiten des Achtecks A, nach innen 
konstruierten Quadrate. Sind Z,F,@, H die Mitten von A414}, 4544, 434}, A7A$, 
so ist EFGH ein Quadrat, dessen eine Diagonale mit der Verbindungslinie der Mitten 
der Diagonalen des Grundvierecks ABCD zusammenfällt. Max Zacharias. 


Szekeres, Gy.: On an extremum problem in the plane. Amer. J. Math. 63, 208—210 
(1941). 
L.M. Blumenthal (dies. Zbl. 22, 194) hat folgende Frage gestellt: M„ bezeichne 
/ eine ebene Menge von n (=3) Punkten; welches ist der Kleinstwert y,„ des größten 
unter den durch je 3 Punkte von M,„ bestimmten Winkeln bei veränderlichem M,„? 


Blumenthal hat gezeigt, daß y„=|1— x, wenn 3<n<s6, Erdös bewies 


„<(l — x rw. Verf. beweist hierzu die beiden folgenden Sätze: 1) Für n = %#, 


k = 2, gibt es Mengen M,,, beidenen alle vorkommenden Winkel unterhalb (1 = +)” +eE 
bei beliebig kleinem e liegen. 2) Fürn = 2* + 1 muß es unter den durch M,„ bestimmten 
er Winkeln stets mindestens einen geben, der oberhalb (1 _ - E- En) liegt. BE 
räumlichen Punktmengen ergeben die Methoden des Verf. die Existenz zweier Kon- 
stanten C],C,, so daß in l) | - .) + e, in 2) ( _ =) rt einzusetzen ist. 


Harald Geppert (Berlin). 
Ioneseu, D. V.: Applications du caleul veetoriel. Propristss du tötraedre. Gaz. mat. 
46, 230—237 (1941) [Rumänisch]. 
Comme application du caleul vectoriel 1’A. demontre certaines proprietes projectives 
et affines el&mentaires, concernant la configuration formee par les points divisant les 
arretes d’un tetra&dre dans des rapports donn&s. Al. Pantazi (Bucarest). 


Tertsch, H.: Zwei kristallographische Aufgaben für die stereographische Projektion 
(Wulftsches Netz). Z. Kristallogr. A 103, 149—155 (1940). ag 

Es werden rein graphisch mittels des Wulffschen Netzes und unter ausschließlicher 
Benutzung der Grundelemente des Kristalles (a:b:c, «, ß, y) folgende zwei Aufgaben 
gelöst: 1. die Bestimmung der Lagen der Hauptflächen eines Kristalles, und 2. die 
Bestimmung einer durch die Parameter gegebenen kristallographischen Richtung zu 


finden. W. Nowacki (Bern). 
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Klassische theoretische Physik. 
Mechanik: 


Williamson, John: An algebraie problem involving the involutory integrals of 
linear dynamical systems. Amer. J. Math. 62, 881—-911 (1940). 

Bekanntlich besitzt ein Hamiltonsches Differentialsystem 2n-ter Ordnung n un- 
abhängige, gegenseitig in Involution liegende Integrale. Im Falle eines linearen Diffe- 
rentialsystems (die Hamiltonsche Funktion ist eine quadratische Form) zeigt Verf., 
daß diese Integrale so gewählt werden können, daß sie alle quadratische Formen sind. 

E. Hopf (Leipzig). 

Cioraneseu, Nicolas: Le mouvement d’un point matöriel dans un milieu resistant 
sous l’aetion d’une force centrale. Bull. Sect. Sci. Acad. Roum. 23, 127—131 (1940). 

Im Anschluß an eine seiner früheren Arbeiten (s. dies. Zbl. 23, 409) untersucht 
Verf. die Bewegung eines Punktes unter der Wirkung einer Zentralkraft und eines 
der Geschwindigkeit entgegengesetzten Widerstandes. Um die Differentialgleichung 
der offenbar ebenen Bahnkurve zu vermitteln, wird eine Verallgemeinerung der Binet- 
schen Formel abgeleitet. Es wird hierdurch bewiesen, falls die Zentralkraft anziehend 
wirkt, daß die Flächengeschwindigkeit fortwährend abnimmt und daß die Bahnkurve 
nach dem Anziehungszentrum konkav ist. V. Välcovici (Bucuresti). 


Elastizität, Akustik: 


Deuker, Ernst-August: Die Grundgleichungen der klassischen Elastizitätstheorie 
in allgemeinen Koordinaten. Deutsche Math. 5, 94—107 (1940). 

Unter Benutzung der Tensorsymbolik werden die Grundgleichungen der lineari- 
sierten Elastizitätstheorie in allgemeinen krummlinigen Koordinaten hergeleitet. Im 
1. Abschnitt wird gezeigt, daß die kovarianten Komponenten des Verzerrungstensors 
sich als Summe kovarianter Ableitungen des Verschiebungsvektors in einer der elemen- 
taren vollkommen analogen Form schreiben lassen, und es wird der Zusammenhang 
hergestellt zwischen diesen Tensorkomponenten und den üblichen „physikalischen“ 
Verzerrungsgrößen. Der 2. Abschnitt definiert, ausgehend vom Gleichgewicht am 
Tetraeder, den Spannungstensor, der 3. leitet vermittels des Prinzips der virtuellen 
Verrückungen aus dem Energieausdruck die Gleichgewichtsbedingungen her. Durch 
Einsetzen der Hookeschen Elastizitätsbeziehungen in die letzteren ergeben sich die 
sog. Grundgleichungen ($ 4), die sich natürlich auch unmittelbar aus dem Energie- 
ausdruck als Eulersche Variationsgleichungen gewinnen lassen ($ 5). Über den ela- 
stischen Körper mit „großen‘‘ Deformationen will Verf. demnächst berichten. (Zu den 
Abschnitten 1—3 der vorl. Note vgl. übrigens eine neuerdings erschienene Arbeit von 
Lourye, vgl. dies. Zbl. 24, 89.) Marguerre (Adlershof). 

Scherman, D.I.: Sur un probleme de la thöorie de Pelastieite. ©. R. Acad. Sci. 
URSS, N.s. 27, 907—910 (1940). 

Supposons qu’un milieu elastique remplisse un certain domaine fini multiplement connexe 
‚S dont la frontiere L est composee de m+1 courbes simples ferme&es L,, ..., Lm+ 1 situees dans 
le plan z2= x + iy. Soit & son tour le domaine $ compose de la somme de k + 1’domaines: 
S=S, + Sı-+ --- + $;, de maniere que S, soit conjugue avec chacun des 8, (n=1,...k). 
Considerons comme &gales les proprietes elastiques de tous les 8, (n = 0,1,...k). Supposons 
d’ailleurs que les domaines 8, (n=]1,...k) soient simplement connexes; designons par 
(n=1,...xk) les courbes qui les limitent. Alors, le domaine S, sera multiplement connexe, 
limit& par la somme des courbes Z,ety„ j=1,...m+1l;n=1,...k). Nous considerons 


- comme connues les forces exterieures agissant sur L, et les sauts des deplacements sur Y, 


(lors du passage du domaine 8, & $,). Il faut trouver les tensions et les deformations. La 
methode suivie dans ce travail est analogue & celle qui a &t6 employee par l’auteur dans le 
travail suivant: on introduit une fonction auxiliaire (dont dependent les deformations) et 
Yon la determine au moyen d’une equation integrale. B. Hostinsky. j 
Scherman, D.I.: Sur la solution du premier problöme fondamental de la th£&orie 


de Pelastieit6 plane statique. C. R. Acad. Sci. URSS, N. s. 27, 911—913 (1940). 


Soit, avec les notations du travail pr&cedent, L,„,;. la frontiere exterieure qui contient 


tous les autres Z;, (j = 1,... m). Supposons que les coordonnees des points de L soient quatre 
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fois derivables par rapport & s, ot s designe l’arc. Alors, le premier probleme de la theorie 
de l’elastieite: „„Determiner la deformation et la tension dans le domaine 8 quand on connait 
les de&placements sur la frontiere L‘‘ se reduit & la determination de deux fonctions p(z) et 
y(z) analytiques dans S et verifiant sur DL les conditions (voir K.olosoff: Application des 
variables complexes & la theorie de l’&lasticite (1935); ouvrage en russe): 


kodt) - ti) — ve) = Ft) 
ot f(t) est une fonction connue &gale ä& 2u(gı + ig2); gı et g, sont les composantes du vecteur 
de deplacement, u est le module du d&placement et t l’affixe des points de L. En exprimant 
p et y au moyen des integrales qui contiennent une fonction auxiliaire &(t) on trouve que ® 
satisfait & l’equation integrale 


k 1% Dee 
” L 


BET 


+ Dkilg(to — 2,) + lg (to — z,)} [w(t)ds = f(t,) sur L. 
2 2 
J 
Cette &quation est toujours r&soluble et, apr&s la r&solution de l’&quation, le vecteur principal 
X,+iY, des forces exterieures agissant sur L, peut ötre determine. — Dans le cas d’un 


domaine S simplement connexe on retombe sur la solution donnee par Lauricella (Il Nuovo 
Cimento, Serie V, 13 (1907)]. B. Hostinsky (Brünn). 


Papkovich, P. F.: On the analogy between the plane problem of the theory of 
elastieity and the symmetrical strain problem. Appl. Math. a. Mech., N.s. 3, Nr3, 
45—63 u. engl. Zusammenfassung 63—66 (1939) [Russisch]. 

In Anlehnung an frühere Arbeiten des Verf. (vgl. dies. Zbl. 20, 227) wurden jetzt 
im Falle der axialen Symmetrie des Formänderungszustandes eines isotropen elastischen 
Körpers die allgemeinen Lösungsformeln für radiale und axiale Verrückungen p und w, 
sowie für Spannungskomponenten im zylindrischen Koordinatensystem abgeleitet. Alle 
diese Größen sind durch drei Funktionen 9), 91, 9 der Variablen r und 2 ausgedrückt 
worden. Die Funktionen @, und 9, erfüllen die Diff.Gl. 


Pg=- on =0 


r ör\ Or 02? 
und go, die Diff.Gl. i 1 _o/1 Afryı) 0291 
(r - „)aszlr ör u: = 


Wenn insbesondere 9, = 0 gesetzt wird und @,, 9, durch trigonometrische Reihen des 
Argumentes z dargestellt werden, so bekommt man die Lösung von S. Timoshenko 
(Theory of Elasticity, $ 110). Für allgemeinere Lösungen werden die Reihenentwick- 
lungen nach Besselschen und Neumannschen Funktionen von r und nach hyper- 
bolischen Funktionen von z angewendet. Es wird weiter gezeigt, daß, ohne die All- 
gemeinheit der Lösung einzuschränken, den Funktionen 9, und 9, die Bedingungen 
1 dm) Om. ap _ dm 
r ör O2,’ Dane or 
auferlegt werden können. Dadurch werden die Lösungsformeln des Verf. noch verein- 
facht und die Lösung schließlich auf die Bestimmung der Funktion (r, z) zurückgeführt, 
welche die Gleichung - rpı,„-|19[(,0 62 ]2 
x= |, alt) tu] 2=0 

befriedigen muß. Läßt man in allgemeinen Lösungsformeln in beiden Gestalten r ins 
Unendliche wachsen, so gehen sie in die bekannte Lösung von Airy für das ebene 
Problem über. Demgemäß wird vom Verf. eine elektrodynamische Analogie aufgezeigt 
und auf die Unterschiede seiner Lösungsform von denjenigen mehrerer Forscher 
(A. E.H. Love, B. G. Galerkin, 8. D. Grodsky, K. Marguerre, H. Neuber, 
C.Weber und A.Timpe) in eingehenden Ausführungen hingewiesen. M.T. Huber., 
A C.: Halbebene mit Kreisbogenkerbe. Z. angew. Math. Mech. 20, 262—270 

Il problema studiato & il problema elastico bidimensionale di un semipiano teso 
nella direzione del bordo rettilineo che presenta la particolaritä di essere interrotto da 
una cavitä delimitata da un arco circolare. Analiticamente, si tratta della ricerca di 


135 


una funzione biarmonica F (la funzione di Airy del problema) che sul contorno & nulla 
assieme alla sua derivata normale e che ha all’infinito un prefissato comportamento. 
Mediante successive trasformazioni conformi il problema viene dapprima (precisamente 
con un’inversione) ricondotto ad un problema analogo per l’angolo piano e di qui ad 
un problema analitico (di non piü diretta interpretazione meccanica) concernente una 
striscia. Partendo da quest’ultimo problema, viene dato un procedimento di costruzione 
della soluzione. Esempi numerici completano il lavoro. ©. Tolotti (Roma). 

Goldenweiser, A.L.: Equations of the theory of thin shells. J. appl. Math. a. Mech., 
N.s. 4, 35—42 u. engl. Zusammenfassung 42 (1940) [Russisch]. 

Die vorliegende Arbeit beschäftigt sich mit der Loveschen Theorie der dünnen 
Schalen. Für die Hauptkrümmungslinien als Koordinatenlinien werden die Gleich- 
gewichtsbedingungen in vektorieller Form aufgeschrieben. Es wird gezeigt, daß durch 
vier Spannungsfunktionen diese Bedingungen identisch erfüllt werden können (s. a. 
dies. Zbl. 24, 89). Weiter werden die Verzerrungen der Schale angegeben, die sich von 
den Loveschen in der Verwindung unterscheiden, für die Love irrtümlicherweise 
einen unsymmetrischen Ausdruck gefunden hat. Über Love hinausgehend, werden die 
Gauß-Codazzischen Gleichungen, die als Kontinuitätsgleichungen bezeichnet werden, 
für die verzerrte Schale aufgestellt. Diese gestatten, die Schalengleichungen nicht nur 
in den Verschiebungen, sondern auch in den Spannungen zu lösen. Kromm (Berlin)., 

Federhofer, K.: Berichtigung zu meinem Aufsatze in Bd. 11, S. 224 des Ingenieur- 
Arehivs „Kniekung der Kreisplatte und Kreisringplatte mit veränderlicher Dicke“. 
Ing.-Arch. 11, 386 (1940). 

Die Berichtigung bezieht sich auf die Einwände, die gegen eine Arbeit des Ref. 
[Ing.-Arch. 9, 205 (1938)] über die Knickung der Kreisringplatte von quadratisch ver- 
änderlicher Biegungssteifigkeit erhoben wurden (dies. Zbl. 28, 275). Es wird eine Note 
des Verf. angekündigt, in der gezeigt wird, wie bei Belastung der Ringplatte mit kon- 
tinuierlich entlang der Plattenoberfläche wirkenden Kräften ein zusätzliches Glied in 
der Differentialgleichung des Problems berücksichtigt werden muß, das von der in die 
Mittelebene der Platte fallenden Komponente dieser Kräfte herrührt. Gran Olsson. 


Hydrodynamik : 

Tollmien, W.: Bemerkung zu Fr. Ringleb: Exakte Lösungen der Differential- 
gleiehungen einer adiabatischen Gasströmung. Z. angew. Math. Mech. Bd. 20 (1940), 
S. 185—198. Z. angew. Math. Mech. 20, 295—296 (1940). 

Bemerkungen über die geschichtliche Entwicklung der im Aufsatz von Ringleb 
erwähnten Probleme: 1. über die Anschauung, daß der Durchgang durch die Schall- 
geschwindigkeit nicht kritisch für das Bestehen adiabatischer Potentialströmungen 
ist; 2. über die Grenzlinien adiabatischer Potentialströmungen, über die hinaus eine 
Fortsetzung von Strömungen der angegebenen Art nicht möglich erscheint, insbesondere 
über die Bezeichnung dieser Grenzlinien als Stoßlinien durch Ringleb und über die 
Tatsache, daß diese Grenzlinien Machsche Wellen sind. (Vgl. dies. Zbl. 23, 415.) 

J. Mevxner (Berlin). 

Ringleb, F.: Erwiderung. Z. angew. Math. Mech. 20, 296 (1940). 

Die Wahl der Bezeichnung Stoßlinie wird begründet. J. Meizner (Berlin). 

Hopf, Eberhard: Ein allgemeiner Endliehkeitssatz der Hydrodynamik. Math. Ann. 
117, 764—775 (1941). 

Es handelt sich im Sinne der Hydrodynamik im Großen um die Bewegung starrer 
Körper in einem bewegten, mit zäher, inkompressibler Flüssigkeit erfüllten Gefäß. 
Genauer: die Flüssigkeit erfüllt ein beschränktes Gebiet ©(t) des Raumes, das von 
endlich vielen, geschlossenen, starr bewegten Flächen begrenzt wird. Die Randkom- 
ponenten besitzen einen positiven Mindestabstand ö und stetige, beständig unterhalb 
einer festen Schranke w gelegene Dreh- und Translationsgeschwindigkeiten und Be- 
schleunigungen. Bedeuten z = (2,, 25, 25) Punktein &(t), u = u(z, 2), u = (u, %, u,), 
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u = (ty, %, %z,t) die Geschwindigkeiten der Flüssigkeitsteilchen, K(u) die kıne- 


tische Energie K (u) —4//[wwdV; dV = da,da,daz 
G(t) . 
und 6, t+1 das 
j= (sa, 1= 30) = (ge zear, 
i 


so läßt sich bei Unterdrückung einiger Voraussetzungen der wesentliche Inhalt des 
Endlichkeitssatzes wie folgt wiedergeben: Es lassen sich ein Vektorfeld h(z,t) in 
&(t) und zwei Schranken x, _o derart bestimmen, daß h, x, o lediglich von der Be- 
schaffenheit der Randflächen, vom Mindestabstand ö, der Geschwindigkeitsschranke & 
und dem kinematischen Zähigkeitskoeffizienten u abhängen und für irgendeine Flüssig- 
keitsbewegung in &(t) ein Zeitpunkt t, angebbar ist, so daß für i > t, die Ungleichungen 


() Ku-h)<x, VJIu-H<o 


gelten. — Die Aussage des Satzes betrifft demnach den Strömungsverlauf im Großen, 
sie beschränkt das hydrodynamische Geschehen schließlich auf das Gebiet K<x, 


= o des Phasenraumes. Die Grundgedanken des Beweises, so die Konstruktion des 
Feldes h, gehen im Keime auf speziellere Untersuchungen von Leray zurück [J. de 
Math. 12, 1—82 (1933); dies. Zbl. 6, 167], gelangen aber erst hier zu ihrer völligen 
Allgemeingültigkeit. — Bei Auftreten äußerer Massenkräfte gilt der Satz ebenfalls, 
sofern nur yi [ X?2dV für alle t unterhalb einer festen Schranke bleibt. Als Beispiel 


für seine umfassende Tragweite wird der Satz unter der Voraussetzung, daß der Quer- 
schnittsfluß Q(2) und an 
langen, ruhenden Kanal bewiesen. Ferner wird auf weitere Problemvarianten hin- 
gewiesen. Garten (Dessau). 


Puppini, Umberto: Alcune preeisazioni sulla equazione del moto vario nelle correnti 
di acqua. Mem. Accad. Sci. Ist. Bologna, IX.s. 5, 51—57 (1938). 
Es handelt sich um einige Bemerkungen über die Herleitung der Differential- 
gleichung h B-90%. BU, 
| Aa RL 
zur Beschreibung der verschiedenen Flüssigkeitsbewegungen in Röhren und in Kanälen 
mit freier Oberfläche. Dabei bedeutet i das relative Spiegelgefälle, g die Erdbeschleuni- 
gung, ® eine gewisse Widerstandsfunktion, U. die mittlere Geschwindigkeit (d.h. das 
arithmetische Mittel entweder der wahren, auf die Röhre bzw. Kanalwandung bezogenen 
Geschwindigkeit oder, im Fall von Wirbelbewegung, der mittleren örtlichen Geschwin- 
digkeit in einer Querschnittsebene), s den Abstand von einem fest angenommenen 
Querschnitt, t die von einem vorgegebenen Zeitpunkt an gerechnete Zeit, ß und ß’ 
dimensionslose Koeffizienten. Nach Aufstellung einer etwas abgeänderten Differential- 
gleichung werden die Annahmen über die Werte der Koeffizienten ß, ß’ und die Ab- 
ER hängigkeit der Widerstandsfunktion überprüft. Garten (Dessau). 
Levi-Civita, Tullio: Nozione adimensionale di vortice e sua applieazione alle onde 
{ troeoidali di Gerstner. Acta Pontif. Acad. Sci. 4, 23—30 (1940). 
Das Verschwinden von rot kennzeichnet in der Hydrodynamik die wirbelfreie 
Bewegung. Der Verf. stellt die Frage nach einem Maß für die Abweichung von der Wirbel- 
t 


beschränkt sind, auch für die Strömung in einem unendlich 


Tr a 


freiheit; er definiert zu diesem Zweck die dimensionslose Größe kt, == [ Frotvdt. 


6 

Gerstner hat strenge Lösungen der hydrodynamischen Gleichungen für Wirbel- 
bewegungen angegeben von der Form: z=&+e”? sin («+ct);y=ß-+e-P - cos(x+ct); 
die «-Richtung ist horizontal und der Wellenrichtung entgegengesetzt, die y-Richtung 
vertikal nach unten, &, sind Konstante; H. Favre hat gezeigt [Schweiz. Bauztg. 108, 


7 
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Nr lu. 2 (1936)], daß für solche Wellen hinreichend kleiner Amplitude (Verhältnis von 
Wellenhöhe zur Wellenlänge < 1/20) für einen Beobachter, der sich mit Wellen- 
geschwindigkeit mitbewegt, die Stromlinien praktisch mit denen übereinstimmen, die 
man für die streng wirbelfreien Lösungen von Levi-Civitä erhält [Math. Ann. B 98, 


* . . PS 
264 (1925)]. In der vorliegenden Arbeit wird nachgerechnet, daß Q bei den Gerstner- 
schen Wellen für einen raumfesten Beobachter aus zwei Anteilen besteht: einem Teil, 
der unbegrenzt mit der Zeit anwächst, und einem periodischen Teil. Bechert. 


Maue, A. W.: Zur Stabilität der Kärmänschen Wirbelstraße. Z. angew. Math. 
Mech. 20, 129—137 (1940). 

Bei dem Bestreben, die Kärmänschen Stabilitätsuntersuchungen über Wirbel- 
straßen mit ausgiebigem Gebrauch funktionentheoretischer Hilfsmittel zu wiederholen, 
gelang es dem Verf. eine ganze Schar ähnlicher Wirbelanordnungen aufzufinden, die 
ebenfalls stabil sind und welche die Kärmänschen Wirbelstraßen als Sonderfall ent- 
halten. — In einer ebenen Flüssigkeitsströmung befinden sich zwei Reihen von geraden 
Wirbelfäden senkrecht zur Strömungsebene in folgender Anordnung, während außer- 
halb dieser Reihen die Flüssigkeitsströmung wirbelfrei angenommen wird. Die Spuren 
der Wirbelfäden in der Strömungsebene liegen auf zwei zueinander parallelen Geraden 
vom Abstand h (= Straßenbreite) in äquidistanten Punkten derart, daß je zwei Nach- 
barwirbel derselben Reihe den Abstand I! (= Teilung der Wirbelreihe) voneinander 
besitzen und die eine Reihe aus der anderen durch eine Verschiebung um die Strecke d 
in Richtung der Wirbelstraße hervorgeht. Die Wirbelstärke sei für die Wirbel einer 
Reihe allemal dieselbe, für zwei Wirbel verschiedener Reihen von entgegengesetz- 
tem Vorzeichen. Verf. weist nach, daß es zu jedem Wert d>0 einen Wert h gibt, 
für den die Anordnung stabil ausfällt, und zwar genügt dieser der Beziehung 
Sin (nzz/l) = sin(drz/l). Der Sonderfall d=0 bzw. d =1/2 liefert den von Kärmän 
betrachteten instabilen bzw. stabilen Fall. Bei vorgegebener Teilung / entspricht dem 
Wert d = 1/2 die größte Straßenbreite h. Garten (Dessau). 

Sona, Luigi: Configurazioni rigide di tre vortiei allineati e eondizioni di stabilitä. 
Atti Ist. Veneto Sci. ete. 98, 11—26 (1939). 

In einer früheren Arbeit [s. Zbl. Mech. 7, 322; Rend. Acc. Lincei 27, 80, 182 (1938)] 
hatte Verf. eine notwendige und hinreichende Bedingung für die Starrheit einer von 
3 Wirbelfäden gebildeten Konfiguration angegeben. Die Wirbelfäden wurden dabei 
von beliebiger Stärke (m,, m,, m,) vorausgesetzt und sämtlich senkrecht zu einer 
gemeinsamen Ebene angenommen. Die Spurpunkte $,, 3, 8; der Wirbelfäden in 
dieser Ebene sollten nicht auf einer Geraden liegen. Die Bedingung verlangt, daß 
S],8,, 8, ein gleichseitiges Dreieck bilden. Ferner bewies er, daß die Konfiguration 
stabil ausfällt, wenn der Ausdruck T = mımg; + mym; + mam, > ist, oder wenn 
der Schwerpunkt der Intensitätsverteilung in dem Umkreis des gleichseitigen Dreiecks 
liegt. — Den Hauptgegenstand der vorliegenden Mitteilung bildet die Untersuchung 
der Konfiguration für den Fall, daß die drei Punkte 8,, 8,, 8; nunmehr auf einer 
Geraden liegen. Die Möglichkeit einer solchen Konfiguration hängt von einer Glei- 
chung 3. Grades ab, welcher das Streckenverhältnis 8,8,:8,8, in Abhängigkeit von 
den Verhältnissen der Wirbelstärken m;:m, und m;:m, genügen muß. Danach ergibt 
sich z. B. stets die Möglichkeit einer starren symmetrischen Anordnung, bei der die 
äußeren Wirbel gleiche Stärke und der mittlere eine beliebige Wirbelstärke besitzt. — 
Ferner wird wieder die Stabilitätsfrage untersucht. Es ergibt sich: für T > 0 ist die 
Konfiguration des gleichseitigen Dreiecks stabil, die geradlinige Anordnung instabil; 
für T < 0 ist die erstere instabil, die geradlinige Anordnung jedoch nur unter gewissen 
Nebenbedingungen stabil. — Es werden ferner zwei Sonderfälle behandelt: 1 der 
symmetrische Fall mit M= m, + m; + m; #0, m, =m;. Er führt auf die Stabili- 
tätsbedingung m,/m, < — 5/4, der Mittelwirbel weist also entgegengesetzten Drehsinn 
auf wie die Randwirbel; 2. der Fall verschwindender Gesamtintensität M = 0 bedeutet 
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eine gleichförmige Umdrehung um einen Punkt, wofern nur das auf den Mittelwirbel 


bezogene resultierende Moment verschwindet (z. B. m; = m;, m; = —2m}). Es herrscht 
dann Stabilität. Verschwindet aber das resultierende Moment nicht, so sind keine 
starren Konfigurationen möglich. Garten (Dessau). 


Venturelli, Lucia: Su una partieolare eonfigurazione rigida di quattro vortiei retti- 
linei. Atti Ist. Veneto Sci. etc. 98, 43—54 (1939). 

Drei parallele Wirbelfäden, deren Spurpunkte A,, A,, A, in einer auf ihnen senk- 
rechten Ebene nicht in gerader Linie liegen, mögen die Wirbelstärken m,, mg, my 
besitzen. .Nach Laura [Sulle configurazioni rigide..., Atti R. Istit. Veneto 97, 535 
bis 540 (1937/38); dies. Zbl. 23, 417] ist der geometrische Ort für den Spurpunkt A, 
eines weiteren vierten Wirbelfadens, der zu den drei ersten parallel verläuft und mit 
ihnen zusammen eine starre Konfiguration bildet, eine zirkuläre Kubik, die unter 
anderem den Höhenschnittpunkt des Dreiecks A,A,A; enthält. — Verf. setzt sich 
zur Aufgabe, den Sonderfall, in dem die vier Spurpunkte in den drei Ecken eines 
Dreiecks und in seinem Höhenschnittpunkt liegen, genauer zu untersuchen. Für die 
Starrheit derartiger Konfigurationen findet er als notwendige und hinreichende Be- 
dingung, daß die Wirbelstärke jedes Fadens umgekehrt proportional demjenigen 
Flächeninhalt ist, den das von den drei anderen Spurpunkten gebildete Dreieck besitzt, 
und daß derjenige Wirbel, dessen Spur in das Innere des von den anderen drei Spur- 
punkten beschriebenen Dreiecks fällt, entgegengesetzten Sinn besitzt oder verschwindet. 
Notwendig und hinreichend für die Stabilität erweist sich die Gleichschenkligkeit des 
Dreiecks bei Beschränkung des Basiswinkels auf ein gewisses Intervall und bei geeig- 
neter Bestimmung der m;. Garten (Dessau). 


Vandrey, F.: Beitrag zur Theorie des Tragflügels in schwach inhomogener Parallel- 
strömung. Z. angew. Math. Mech. 20, 148—152 (1940). 

Das im Rahmen der Prandtlschen Traglinientheorie betrachtete Problem der Auf- 
triebsverteilung einer vom einer schwach inhomogenen Parallelströmung angeblasenen 
Tragfläche wird in erster Näherung auf die entsprechende Aufgabe für den Fall einer 
homogenen Grundströmung zurückgeführt, wobei der Ersatzflügel die gleiche Tiefen- 
verteilung, jedoch eine zusätzliche Anstellwinkelverteilung besitzt. Eine einschlägige 
frühere Veröffentlichung von K. Bausch [Luftfahrtforschg. 16, 129 (1939)] scheint dem 
Verf. entgangen zu sein. Harry Schmidt (Berlin). 


Küchemann, Dietrich: Bemerkung über den Einfluß des Seitenverhältnisses auf 
den Zusammenhang von Normalkraft und Tangentialkraft eines Tragflügels. Z. angew. 
Math. Mech. 20, 290—291 (1940). 

Legt man im Rahmen der Prandtlschen Traglinientheorie unter Beschränkung auf 
hinreichend kleine Anstellwinkel & für den Normal- bzw. Tangentialkraftbeiwert c, 
bzw. c; die Ansätze zugrunde: «%, = 0, bzw. = — 04° & + 0; + Cu,, Mit c„ als Auf- 
triebsbeiwert und mit c„, bzw. c„, als Beiwert des induzierten bzw. des Profilwider- 
standes, wählt man alsdann für c, sowie c„, die bei elliptischer Auftriebsverteilung 
gültigen Ausdrücke, so geht in die nach Elimination von & resultierende Beziehung 
4 = 6;(c„) das Seitenverhältnis der Tragfläche nicht mehr ein. Aus Messungen an 
Rechteckflügeln läßt sich eine Bestätigung dieses Ergebnisses bis herunter zum Seiten- 
verhältnis 1:3 entnehmen. Harry Schmidt (Berlin). 


Thermodynamik: 


Akulov, N. $., und L. W. Kirensky: Über einen neuen magnetokalorischen Effekt. 
J. Physics Acad. Sci. USSR 3, 31—34 (1940). 

- Es wird gezeigt, daß ein ferromagnetischer Einkristall sich im starken Magnetfeld 
bei tieferen Temperaturen erwärmt oder abkühlt, wenn man die Feldrichtung ändert. 
Die Ursache ist das Anisotropieglied in der Energiedichte. Experimentell wird dieser 
Effekt an Nickeleinkristallen qualitativ bestätigt. J. Meisner (Berlin). 


139 


Elektrodynamik: 


Kneissler-Maixdorf, L.: Über die Maxwellsche Theorie für dielektrische und magne- 
tische Medien. Arch. Elektrotechn. 34, 713—726 (1940). 

Durch einige Abänderungen in der Schreibweise der Maxwellschen Gleichungen 
erscheinen energetische Folgerungen in etwas anderer Auffassung. F. Hund. 

Quade, W.: Matrizenrechnung und elektrische Netze. Arch. Elektrotechn. 34, 
545—567 (1940). 

Verf. erklärt zunächst den Begriff einer Matrix und die einfachsten Regeln der 
Matrizenalgebra sowie der Differentiation. Dann geht er zu Matrixfunktionen über 
und behandelt die charakteristische Matrix. Von den Anwendungen der Matrizen- 
rechnung nennt er: lineare Transformationen, Vektorprodukte und bilineare bzw. 
quadratische Formeln. Hierauf schreitet er zu einer allgemeinen Betrachtung über 
elektrische Netze. Die Begriffe Endpunkte, Knotenpunkte, Maschen und Brücken 
werden erläutert und an Hand von Beispielen erklärt. Die Anwendung der Matrizen- 
rechnung auf solche Netze gibt den Gleichungen eine einfache und übersichtliche 
Schreibweise. Dann geht Verf. zu den Schwingungen elektrischer Netze über und zeigt, 
wie das Gleichungssystem der Schwingungsvorgänge in einfacher Weise mit Hilfe der 
Matrizenrechnung dargestellt werden kann. Insbesondere beweist er die invarianten 
Eigenschaften dieser Gleichungen. Als besondere Anwendungen betrachtet er einfache 
Fälle der Vierpoltheorie sowie die Kettenschaltung von Vierpolen. M.J.O. Strutt. 


Relativitätstheorie: 


Einstein, A., and L. Infeld: The gravitational equations and the problem of motion. 2. 
Ann. of Math., II. s. 41, 455464 (1940). 

In a former paper [Ann. of Math. 39, 65—100 (1938); this Zbl. 18, 281] it has 
been pointed out that the equations of motion are determined by the gravitational 
equations. The method used there consisted of a distinction of some special coordinate 
system and the representation of matter by singularities. The change introduced here 
is: nothing is assumed in advance about the coördinate system except that it is galilean 
at infinity. The authors give the 4p equations of motion of p bodies each represented 
by a point singularity. J. Haantjes (Amsterdam). 

Mereier, Andre: Sur ’axiomatique de la th&orie cinematique de Milne. Helv. phys. 
Acta 13, 473—486 (1940). 

Logische Analyse der Grundlagen der Milneschen Kosmologie. Vergleich mit älteren 
Axiomatisierungsversuchen der speziellen Relativitätstheorie. Heckmann. 

Forder, H. 6.: Kinematical relativity and textile geometry. Quart. J. Math., 
Oxford Ser. 11, 124—128 (1940). 

The path-curves of particles in a 2-dimensional space-time are supposed to be 
given curves. Then through each point of the plane we have three curves: 1) the path- 
curve, 2) the two curves representing the paths of the signals in the two directions. 
The curves form a 3-web, as it is assumed that the path curves donot intersect. Further- 
more it is assumed that given two positions of a particle P| there are two particles, 
P, and P,, such that if a signal is sent from P, in its first position in both directions 
and reflected from P, und P, it reaches P, in the second position. Then it is possible 
to assign a “date” ta each event and to define addition of dates. From further as- 
sumptions it is proved that addition is commutative and associative. It is shown that 
this way of dating corresponds to the measure of time which Milne has introduced. 


J. Haantjes (Amsterdam). 
Atomphysik. 


Statistik und kinetische Theorie der Materie: 
Lövy, M. Paul: Le mouvement brownien plan. Amer. J. Math. 62, 487—550 (1940). 
Gegenstand der Arbeit ist die idealisierte (mittlere freie Weglänge = Null) Brown- 


sche Bewegung auf der Geraden und in der Ebene. Die Verschiebung ze +) — x) 
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im Zeitintervall {,2 -+ h ist eine normalverteilte zufällige Größe mit dem Mittelwert 


Null und der Streuung Yh. Die Verschiebungen in punktfremden Zeitintervallen sind 
statistisch unabhängig. Dies bezieht sich auf die geradlinige Bewegung. Bei der Be- 
wegung in der (z, y)-Ebene tritt die Forderung hinzu, daß die Normalverteilung für 
die vektorielle Verschiebung richtungsunabhängig sei. Hauptthema der Arbeit sind 
Definition und Eigenschaften gewisser Integrale 


1 1 
B=[Ida()?, 8=[yWdal) —3el)yQ), 
0 0 


x(0) = y(0)=0. 8 ist der Flächeninhalt zwischen Bahnkurve und Sehne im Zeit- 
intervall 0,1. Verf. definiert diese Integrale für feste z(t), y(t) durch Grenzübergang 
aus entsprechenden Summen. In der Einteilung des Zeitintervalles betrachtet aber 
Verf. die Teilungspunkte als zufällige Größen. Die Integrale werden dann im Sinne 
fast sicherer Konvergenz aufgefaßt. Verf. beweist, daß B und S in diesem Sinne für 
fast alle Bewegungen x(t), y(t) existieren. Es stellt sich heraus, daß B fast stets 
gleich seinem Mittelwert Eins ist (Streuungsquadrat von z(l) — x(0)). $ ist hingegen 
variabel; das Verteilungsgesetz für S und die Sehnenlänge Z ist durch eine elliptische 
Differentialgleichung und durch Randbedingungen eindeutig festgelegt. Verf. beweist 
noch, daß fast jede Bahnkurve eine Menge vom Flächenmaß Null darstellt. Hopf. 
Hartman, Philip, and Aurel Wintner: Statistical independence and statistieal equi- 
librium. Amer. J. Math. 62, 646—654 (1940). 
P, sei eine stationäre Strömung in einem Raume 2 mit invariantem Maß m, m(Q2) 
endlich. Man sagt, daß eine solche Strömung Tendenz gegen stationäres Gleichgewicht 
(T. g. st. G.) besitzt, wenn jede meßbare Anfangsverteilung in 2 für {— oo stationär 
wird. Man spricht von T.g.st. G. im weiteren Sinne, wenn dabei ein etwas weiterer 
Konvergenzbegriff als der gewöhnliche zugrunde gelegt wird. Ref. hatte bewiesen, daß 
mit Gleichgewichtstendenz im weiteren Sinne folgende Eigenschaft der Strömung 
gleichbedeutend ist: Für fast jedes Punktepaar (P,Q) in 2x Q sind die Bewegungen 
P,,@, statistisch unabhängig (in der Ausdrucksweise der Verff.). Ref. hatte hierbei 
den symmetrischen Produktraum der (P,Q) = (Q, P) zugrunde gelegt, lediglich, um 
/ zu zeigen, daß schon dann aus der zweiten Eigenschaft die erste folgt. Verff. fügen 
den kurzen Beweis hinzu dafür, daß aus der ersten Eigenschaft auch’die zweite folgt, 
wenn in dieser (P, Q) und (0, P) nicht identifiziert werden, ferner den ähnlichen Beweis, 
daß aus der ersten Eigenschaft auch die gegenseitige statistische Unabhängigkeit der 
Bewegungen P\,., ..., Pn,: für fast alle (P,,..., P„) folgt. Ref. bemerkt hierzu, daß 
die Einführung des unsymmetrischen Produktraumes mit n Faktoren in ganz ähnlichem 
Zusammenhange bereits vorher geschehen ist [E. Hopf, J. Math. Phys. 13, 51—102 
(1934) insbesondere $ 9; dies. Zbl. 9, 27]. — Zur Bemerkung der Verff. am Schluß 
des eigentlichen Textes ihrer Note (vor dem Anhang) möchte Ref. folgendes Beispiel 
eines dynamischen Systems anführen, bei welchem auf jeder Hyperfläche konstanter 
Energie (E > 0) Tendenz gegen stationäres Gleichgewicht besteht: n Punkte bewegen 
sich unabhängig voneinander geradlinig und gleichförmig in einem beschränkten Gebiet 
mit elastischer Reflexion an der Wand (n>1). Ihre Geschwindigkeiten seien will- 
kürlich und unabhängig. Der Fall n = 1 wurde vom Ref. in der oben zitierten Arbeit 
behandelt ($. 87, 88). Dort ist noch eine allgemeinere Klasse von Beispielen angegeben 
mit analytischen Differentialgleichungen. E. Hopf (Leipzig). 
Holleck, Ludwig: Statistik der Isotopenverteilung in kondensierten Partikeln. 
Diskussion der Voraussetzungen für eine Isotopentrennung auf Grund von Diehtesehwan- 
kungen kondensierter Teilchen. (Inst. f. Physik. Chem., Univ. Freiburg i. Br.) Z. Physik 
116, 624—631 (1940). 
Verf. löst das folgende Wahrscheinlichkeitsproblem: Gegeben n Elemente, a der 
Art1, b=n-ader Art2. Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, daß eine beliebig heraus- 
gegriffene Teilgruppe von a Elementen gerade x Elemente der Art 1 (oder 2) und 
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a — x der Art 2 (oder 1) enthält? Den erhaltenen Ausdruck wendet er auf die Iso- 
topenverteilung in kondensierten Partikeln an und erhält das zu erwartende Er- 
gebnis, daß die Schwankungen in der Zusammensetzung von größeren kondensieıten 
Partikeln sehr gering sind und daher nicht zur Isotopentrennung ausgenützt werden 
können (es wird angenommen, daß weder der Zusammenschluß gleicher noch un- 
gleicher Atome bevorzugt ist). (Nach Meinung des Ref. ist das Problem so zu 
stellen: Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, daß eine beliebig herausgegriffene Teil- 
gruppe von » und nicht gerade a Elementen & Elemente der Art 1 und ß=» — «a Ele- 
mente der Art 2 enthält? Diese Wahrscheinlichkeit ist (%) u / ( & 2): Für ,b>» 
ergibt sich die bekannte Bernoullische Wahrscheinlichkeitsverteilung.) J. Meixner. 


Elektronentheorie: 


Koeh, Karl Michael: Versuch einer elektronenphysikalischen Deutung des Meissner- 
Ochsenfeld-Effektes. Z. Physik 116, 586—597 (1940). 

Beim Übergang vom normalleitenden zum supraleitenden Zustand (etwa durch 
Abkühlung eines langen Zylinders von außen her, äußeres Magnetfeld in Richtung der 
Zylinderachse) tritt infolge des Temperaturgradienten ein Ettingshausen-Nernst-Effekt 
und damit ein Kreisstrom um die Zylinderachse auf. Beim Eintreten der Supraleit- 
fähigkeit verwandelt sich dieser Kreisstrom unter Annahme einer unendlichen Leit- 
fähigkeit in den Abschirmstrom, der das Magnetfeld im Innern des Zylinders bei nor- 
malem Vorzeichen des Ettingshausen-Nernst-Effekts aufhebt. Auf diese Weise wird 
der Meissner-Ochsenfeld-Effekt gedeutet. Die Schwierigkeit, daß bei anormalem Vor- 
zeichen das Magnetfeld nicht aufgehoben, sondern sogar verstärkt wird, versucht der 
Verf. so zu umgehen, daß er die anormalen galvanomagnetischen und thermomagne- 
tischen Effekte (mit umgekehrtem Vorzeichen wie beim freien Elektronengas) als Folge 
sekundärer Vorgänge auffaßt, die für die Deutung des Meissner-Ochsenfeld-Effektes 
keine Rolle spielen. J. Meisner (Berlin). 


Relativistische Quantentheorie : 


Sibata, Takasi: Wave geometry unifying Einstein’s law of gravitation and Born’s 
theory of eleetrodynamies. 2. J. Sci. Hirosima Univ. A 10, 157—171 (1940). 

In a former paper (this Zbl. 18, 187) the Einstein equation K,, = Ag;, has been 
obtained as condition of integrability of a differential equation for a spinor Y. J.Haant- 
jes and W. Wrona have obtained the same equation as the condition of integrability 
of a certain differential equation not containing spinors [Proc. Kon. Akad. v. Wet. 
Amsterdam 42, 626—636 (1939); this Zbl. 22, 82]. In this paper the author shows 
that the two differential equations are equivalent. He is of opinion however that both 
treatments are incomplete. Here he finds as condition of integrability not the equation 
K;;= 19; but Kyzın = —2x*a;pQ;jn- [It seems to me however that the equation 
(2.6) pl Ay, = 0, pp = fu = ri = 0) for given p and q has not only one but 
three linear independent solutions as pl gy;;? is of rank 1 [comp. J. A. Schouten, 
Z. Physik 81, 405417 (1933); this Zbl. 6, 376]. It follows then that the equation 
(2.7) does not hold and that the equation of integrability remains X,,—= Ag;,. Ref.]. 

J. Haantjes (Amsterdam). 
Kofink, W.: Zur Diraeschen Theorie des Elektrons. 1. Algebraische Identitäten 
zwischen den Wahrscheinlichkeitsdiehten. Ann. Physik, V.F. 38, 421—435 (1940). 
Kofink, W.: Zur Diraesehen Theorie des Elektrons. 2. Algebraische Identitäten 
in der Diraesehen Theorie des Elektrons, die Differentialquotienten enthalten. Ann. 
Physik, V.F. 38, 436—455 (1940). 

Wie bereits mehrfach festgestellt worden ist, gibt es zwischen verschiedenen, in 
der Diracschen Theorie des Elektrons auftretenden Wahrscheinlichkeitsdichten bili- 
neare bzw. quadratische Identitäten, welche sich nach W. Pauli allein aus der Algebra 
der Diracschen Matrizen ohne deren Spezialisierung ableiten lassen. In den vorliegenden 
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beiden Untersuchungen, zusammen mit noch zwei weiteren angekündigten Arbeiten, 
will nun Verf. eine systematische Untersuchung dieses ganzen Fragenkomplexes geben, 
wobei besonderes Gewicht auf den Nachweis gelegt wird, daß mit den angegebenen 
auch wirklich alle derartigen Relationen gefunden sind. Im ersten Teil werden die 9 
bereits bekannten algebraischen Identitäten zwischen den Wahrscheinlichkeitsdichten, 
die keine Differentialquotienten enthalten, auf zwei verschiedenen Wegen abgeleitet. 
Im zweiten Teil werden als Vorarbeit für die beiden restlichen Teile mehrere Be- 
ziehungen aufgestellt, welche denen des ersten Teils analog sind, sich aber durch Auf- 
treten eines Differentialquotienten in den Wahrscheinlichkeitsdichten von ihnen unter- 
scheiden. F. Sauter (Königsberg i. Pr.). 

Jauch, J. M.: Die Streuung schneller Elektronen an Kernen. Helv. phys. Acta 13, 
451-472 (1940). 

Wie durch zahlreiche Versuche festgestellt wurde, stimmt die von Mott aus der 
Diracgleichung abgeleitete Formel für die Streuung von sehr schnellen Elektronen an 
Kernen (Coulombfeld) für Elektronen von rund 1 MV Energie nur sehr schlecht oder 
überhaupt nicht mit der Erfahrung überein. Verf. untersucht daher die Frage, ob 
diese Diskrepanz durch Annahme von Zusatzfeldern geringer Reichweite im Kern ge- 
deutet werden kann. Zu diesem Zweck rechnet er die Zusatzstreuung an einem kasten- 
förmigen Potential im Kern und den Einfluß des magnetischen Momentes des Kerns 
auf die Streuung aus. Während im zweiten Fall die Rechnung nach der Bornschen 
Näherungsmethode durchgeführt wird und erwartungsgemäß einen verschwindend 
kleinen Beitrag zur reinen Coulombstreuung ergibt, kann ein Kastenpotential im Kern, 
dessen Einfluß unter Verwendung der strengen Eigenfunktionen (angenähert für nicht 
zu große Kernladungszahlen) berechnet wird, prinzipiell zu einer Zusatzstreuung 
führen, welche von gleicher Größenordnung ist wie die Coulombstreuung selbst. Und 
zwar tritt dies dann ein, wenn das Kastenpotential positiv ist, also einer Abstoßung 
entspricht, und wenn die in den Kasten mit negativer Energie (Kleinsches Paradoxon!) 
eindringenden Elektronen in diesem eine Resonanzschwingung erregen können. Wenn 
nun die Deutung der Zusatzstreuung als Resonanzstreuung richtig wäre, so müßte 
sich bei ihrem häufigen Auftreten im periodischen System — bei 8 Kernen wurden 
bisher Abweichungen von über 50% festgestellt — nach einer Überschlagsrechnung 
des Verf. ein solches Kastenpotential auch in der Verschiebung von Röntgen-K-Linien 
irgendwo im periodischen System äußern, was aber nicht der Fall ist. Daher hält Verf 
seine Betrachtungen für unbrauchbar zur Deutung der Zusatzstreuung. F. Sauter. 

Ginsburg, V. L.: The quantum theory of radiation of an eleetron uniformly moving 
in a medium. J. Physics Acad. Sci. USSR 2, 441—452 (1940). 

Un £lectron possedant une vitesse superieure & celle de la lumiere dans un milieu 
d’indice de refraction n > 1 rayonne de l’energie &lectromagnetique. Ce calcul a &t& 
fait par Tamm et Frank [C. R. Acad. Sci. URSS 14, 107 (1937)] pour l’electron 
classique. L’auteur r&sout le probleme pour l’lectron de Schroedinger (nonrela- 
tiviste), l’eleetron de Pauli (nonrelativiste mais doue d’un spin) et de Dirac. Il 
remarque que, dans le premier cas, les formules sont identiques & celle de la theorie 
classique (& des corrections de l’impulsion du rayonnement pres), tandis que l’apparence 
du spin fournit des termes suppl&mentaires, qui n’ont pas d’analogue classique (ab- 
sence de l’,inertie‘‘ dans le mouvement du spin). v. Stueckelberg (Genf). 

Belinfante, F. J.: On the eurrent and the density of the eleetrie charge, the energy, 
the linear momentum and the angular momentum of arbitrary fields. Physica, Haag 7, 
449—474 (1940). 

Damit die Dichten der elektrischen Ladung und des Stromes die Kontinuitäts- 
gleichung erfüllen, muß die Lagrangefünktion eines Systems von Materiefeldgrößen 
Bedingungen erfüllen, die die Eichinvarianz als Folge der Feldgleichungen bedeuten, 
also etwas weniger als die identische Eichinvarianz. Aus der Lagrangefunktion läßt 
sich ein Tensor ableiten, der im gravitatignsfreien Fall die Kontinuitätsgleichungen des 
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Energiedichtetensors erfüllt. Als wahrer Energiedichtetensor ist jedoch der anzusehen, 
der das Gravitationsfeld erzeugt; er wird ausgerechnet und läßt sich bei bekanntem 
Wirkungsintegranden durch die Materiefeldgrößen und ihre Ableitungen ausdrücken. 
Er entsteht aus dem zuerst gebildeten Tensor durch Zufügung eines Teils, der ebenfalls 
die Kontinuitätsgleichung erfüllt. Aus den beiden Teilen lassen sich Bahndrehimpuls 
bzw. Spindrehimpuls bilden. — Aus dem Wirkungsintegral folgt der Wirkungsintegrand 
nicht eindeutig. Für Lagrangefunktionen „erster Ordnung“ wird jedoch die Eindeutig- 
keit der Ausdrücke für Ladung und Strom, Energiedichte, Bahn- und Spindrehimpuls 
durch die so gegebene Willkür nicht beeinträchtigt. Auch wenn das Wirkungsintegral 
nur für den Fall fehlenden elektromagnetischen Feldes und fehlender Gravitation 
gegeben ist, sind diese Ausdrücke noch eindeutig bestimmt. Bei Lagrangefunktionen 
„zweiter Ordnung“ sind (ohne Gravitationseffekte) Gesamtenergie und Gesamtdreh- 
impuls noch eindeutig, die Dichten jedoch nur, wenn das Wirkungsintegral im Gravi- 
tationsfeld gegeben ist; die Zerlegungen in Bahn- und Spindrehimpuls bzw. deren 
Dichten sind nicht eindeutig. F. Hund. (Leipzig). 

Taub, A. H.: Solutions of equations for partieles of spin zero or one when no field 
is present. Phys. Rev. II.s. 57, 807—814 (1940). 

Die Gleichungen für Materiefelder mit Spin O0 oder 1 werden in der (Belinfante- 
schen [dies. Zbl. 22, 47]) Spinorform geschrieben. Für fehlendes elektromagnetisches 
Feld lassen sich diese Gleichungen lösen mit Hilfe zweier einfacher Spinoren, die Diracs 


Gleichung (Spin 3) erfüllen. F. Hund (Leipzig). 
Bopp, Fritz: Eine lineare Theorie des Elektrons. Ann. Physik, V.F. 38, 345—384 


(1940). 08, 68 
Neben dem elektromagnetischen Felde, das den Gleichungen F,g = 
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Or, Fr Er 3 
= e. genügt, wird ein zweites Feld (‚Yukawa-Feld‘“) eingeführt, das die 
U OU 
Gleichungen a = 
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& öx, 
same Quelle beider Felder. Als Energieimpulstensor wird in den quellenfreien Gebieten 
die Differenz 7,,(F) — T,,(U) = T,,, der Energieimpulstensoren der beiden Felder 
angesetzt (die Energie ist daher nicht positiv definit!). Zufolge dieses Ansatzes bleibt 
die Feldenergie auch in der Umgebung punktförmiger Quellen (Punktladungen) endlich. 
Die Selbstenergie (Masse) einer ruhenden Singularität wird gleich der Elektronen- 


gC 


2m,c® 2 
masse m,, falls x = a gesetzt wird, wo e die Elementarladung bedeutet. Die 


Bewegungsgleichungen für die Singularitäten (Elektronen) ergeben sich aus der For- 


derung, daß Energie und Impuls nur im Feld und nicht in den Singularitäten lokalisiert, 
6) 


= 


C 
sein sollen. Für Energien klein gegen = folgen die Gleichungen der klassischen 


Elektronentheorie. Der Fall großer Energien wird nicht untersucht. Zum Schluß wird 
eine kanonische Formulierung der Feldgleichungen gegeben und es werden die beim 
Übergang zur Quantendynamik auftretenden Vertauschungsrelationen aufgeschrieben. 
M. Fierz (Basel). 

Taketani, Mitsuo, and Shoichi Sakata: On the wave equation of meson. Proc. 
phys.-math. Soc. Jap., III. s. 22, 757—770 (1940). 

Die Arbeit gibt im I. Teil eine kurze Zusammenfassung der von Kemmer [Proc. 
Roy. Soc. London A 173, 91 (1939)] mit Hilfe der Duffinschen Matrizen [Duffin, 
Phys. Rev. 54, 1114 (1938)] gegebenen Formulierung der Mesontheorie. Deren Grund- 


gleichungen lauten Er — = ©) Buy+ xy = 0, wobei die ß. die Relationen 


er . . . . . 
BußrBo + Boßr»Bu = Bubve + Bob». erfüllen. Im II. Teil wird gezeigt, wie die Formeln 
® Störunestheore RC Spurenbildung über die f, und deren Produkte ausgewertet 


werden können. Dies geht analog wie in der Diracschen Theorie. Dabei tritt allerdings 
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eine Schwierigkeit auf, welche die Methode einschränkt. Dies hängt damit zusammen, 
daß ß} ein idempotenter Nullteiler ist. Im II. Teil wird versucht, diese Schwierigkeit 
zu überwinden. Zu diesem Zweck wird der Unterring des durch die ß„ erzeugten Matrix- 
ringes untersucht, in welchem ß3 gleich der Einheit ist. Falls man sich hierauf be- 
schränken darf, was zwar nur in gewissen Fällen möglich sein wird, kann die Dar- 
stellung der ß„ sowie die Wellengleichung vereinfacht werden. Eine nähere Unter- 
suchung dieser Frage wird in Aussicht gestellt [soll erscheinen in Sci. Pap. Inst. Physiec. 
Chem. Res. 37 (Sept. 1940)]. M. Fierz (Basel). 

Lands, Alfred: On the existence and the magnitude of eleetronie charges. J. Franklin 
Inst. 229, 767—774 (1940). 

Als Weiterführung früherer Überlegungen (vgl. dies. Zbl. 22, 186 [Lande] und 
93, 89 [Born]) wird quantentheoretische Komplementarität zwischen dem Impuls eines 
Elektrons und einer Art Elektronenradius angenommen, wie er als „‚Signalradius‘ in 
Diracs Theorie des strahlenden Elektrons (vgl. dies. Zbl. 23, 427) auftritt. Die Über- 
legungen führen auf eine Integralgleichung für die Wellenfunktion, die nur für be- 
stimmte Eigenwerte einer Konstanten lösbar ist; als kleinster Eigenwert ergibt sich 
eine Zahl, die etwas größer als die Feinstrukturkonstante 1/137 ist. F. Hund. 

Landau, L.: On the „radius‘ of the elementary particles. J. Physics Acad. Sci. 
USSR 2, 485—487 (1940). 

Eine untere Grenze des Abstandes von einer elektrischen Ladung, bis zu dem 
herab die Begriffe der Elektrodynamik anwendbar sind (‚„Teilchenradius“) ergibt sich 
aus der Forderung, daß die Rückwirkung der Ladung auf das elektromagnetische Feld 
gering sein muß. Aus der Einwirkung von Elektronen auf Lichtquanten in der Quanten- 
theorie ergibt sich, daß diese Rückwirkung immer gering ist, also keine endliche Ab- 
standsgrenze. Dasselbe gilt für Teilchen mit dem Spin 0. Bei Teilchen mit dem Spin 1 
ergibt sich die Abstandsgrenze e*/uc? (u = Teilchenmasse). F. Hund (Leipzig). 

Euler, Hans, und Harald Wergeland: Über die ausgedehnten Luftschauer der kos- 
mischen Strahlung. Astrophys. Norvegica 3, 165—191 (1940). 

Die Winkeldivergenz und seitliche Ausdehnung eines Kaskadenschauers der kos- 
mischen Strahlung wird berechnet; die Prozesse der Paarerzeugung und Bremsstrahlung 
tragen wesentlich weniger zur Streuung der Strahlen des Schauers bei als die elastische 
Ablenkung (Rutherfordstreuung) der Schauerelektronen. Für kleinere Zählrohrab- 
stände werden die Beobachtungen gut wiedergegeben, für größere gibt dagegen die 
Kaskadentheorie zu wenig Koinzidenzen. Das spricht für die Ansicht, daß ein Luft- 
schauer in seinem Innern im wesentlichen als Kaskadenerscheinung äufgefaßt werden 
kann, daß er aber auch Mesonen mit sich führt, die in seinem Außenbereich überwiegen; 
danach wäre die gesamte Mesonenzahl im Schauer etwa 50% aller Teilchen; im Innern 
der Kaskade beträgt die Mesonenbeimengung einige Prozent. J. Meizner (Berlin). 


Astrophysik. 


© Himpel, Kurt: Erdgeschiehteund Kosmogonie. (Probleme d.kosmisch. Physik. Hrsg. 

v. Christi Jensen. Bd.19.) Leipzig: Akad. Verlagsges. 1940. X,141 8.u. 8 Abb. RM. 9.60. 

wi Eigenson, M. S.: Lambert’s universe and Seeliger’s paradox. C. R. Acad. Sci. URSS, 
;: N.s. 26, 139—141 (1940). 

Dr Der Verf. beschreibt das Weltall als ineinander geschachtelte Sternsysteme, die 
a, deutlich voneinander getrennt sind und für nicht zu lange Zeiträume als stationär 
Bi angesehen werden können. In jedem solchen System ist das Quadrat der Geschwindig- 
du keit eines Teilchens proportional dem dort herrschenden Potential, daher endlich. 

Seeligers Paradoxon — daß in einem unendlichen Weltall die Geschwindigkeit der 4 
Sterne gegen die Sonne endlich sei — hält der Verf. mit dieser Überlegung und mit 
dem Hinweis auf das relativistische Additionstheorem der Geschwindigkeiten für 
‚gelöst. Bechert (Gießen). 
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